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A n aliza  i k o n tro la  p o n a ša n ja  če ličn ih  ra m  ova 
p ri d e js tv u  z e m ljo tre sa
R ezim e
Predmet ove doktorske disertaci je je seizmička materijalno-geometrijska nelinearna analiza 
čeličnih ramova sa polukrutim, ekscentričnim i viskoznim vezama greda-stub. U radu su 
uključene obe nelinearnosti, geometrijska nelinearnost strukture i materijalna nelinearnost 
veza, ko je su razmatrane simultano. Fleksibilnost krajeva grede modelirana je pomoću 
rotacionih opruga na njenim krajevima sa nelinearnom relacijom moment-rotacija defi- 
nisanom pomoću triparametarskog modela. Ekscentričnost veze predstavljena je kratkim 
beskonačno krutim elementima. Usvojeni numerički model grednog konačnog dem enta 
ima isti broj stepeni slobode kao kod sistema sa krutim vezama u konvencionalnoj analizi 
ramova sa krutim vezama. Viskozno prigusenje u vezi proporcionalno je brzini promene 
ugla relativne rotacije modelirano je pomoću rotacionih viskoznih prigušivača. Za takav 
model grede izvedena je kompleksna fleksiona matrica krutosti elementa. Sprovedena 
je parametarska analiza da bi se utvrdio uticaj fleksibilnosti veze, ekscentriónosti veze, 
viskoznog prigušenja i teorije drugog reda na seizmički odgovor konstrukcije. Rezultati 
nekoliko primera proračuna prikazani su na ilustrativnim dijagramima i slikama.
U radu su takođe razmatrani sistemi za kontrolu ponašanja konstrukcije preko posebno 
dodatih konstruktivnih elemenata kao sto su frikcioni spregovi i disipativne čvorne veze. 
Disipativne čvorne veze predložene su i prikazane kao jednostavan, jeftin i efikasan način 
zaštite konstrukcije od incidentnog dejstva zemljotresa. On se može ostvariti tehničkim 
modifikacijama postojećih veza greda-stub, kako bi se ostvario potreban nivo prigušenja. 
Kao rezultat predloženog računskog modela seizmičke analize i oblika kontrole ponašanja 
konstrukcije, napravljen je računarski program ko jim je omogućena efikasna seizmička 
analiza i proračun čeličnih ramova.
K ljučne  reči: celióni ramovi, nelinearna dinamička analiza, polukrute ekscentrične
veze, viskozno prigušenje, disipativne čvorne veze, frikcioni spregovi
У
A nalysis  an d  R esp o n se  C o n tro l of S tee l F ram es 
S u b jec ted  to  E a r th q u a k e s
A bstract
The subject of the thesis is seismic analysis of steel plane frames with nonlinear semi­
rigid and eccentric beam-to-column connections. A numerical model that includes both 
nonlinear connection behaviour and geometric nonlinearity of the structure is developed. 
A flexible connection is modelled by rotational spring with nonlinear moment rotation 
relationship using threeparameter power model. The changes in element stiffness matrix 
introduced by eccentricity due to finite dimensions of beam-column assemblage. The 
presented numerical model of beam element has the same number of degrees of freedom 
as the corresponding model in the conventional analysis used for the frames with fully 
rigid connections. Viscous damping due to relative rotational velocity in connections is 
also introduced and modelled by attaching viscous rotational dashpots at beam ends. 
The flexural complex stiffness matrix for a beam element with semi-rigid connections and 
viscous rotational dashpots is evaluated. A parametric study has been performed in order 
to estimate the influence of connection flexibility, connection eccentricity, viscous damping 
and second order theory on steel frame seismic response. The results of several example 
calculations have been presented with illustrative diagrams and figures.
It is also considered two types of passive structure control systems: friction braces and 
dissipative joint connections. The dissipative joint connection passive control proposed 
and presented as very simply, inexpensive and efficient way to protect structures during 
strong earthquakes. This passive system control need only some modification in beam- 
to-column connection design in order to achieve predicted level of damping.
Based on theoretical problem formulation, a computer program ip developed to increase 
efficiency of steel frames seismic analysis and design.
K ey w ords: steel frames, nonlinear dynamic analysis, semi-rigid eccentric connections, 
viscous damping, dissipative joint connections, friction braces
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P re d g o v o r
U savremenom pristupu projektovanja i proračuna seizmički otpornih čeličnih zgrada 
zahteva se analiza na što realnijim računskim modelima, kao i kontrola ponašanja kon- 
strukcija usled incidentnog seizmičkog opterećenja. Konvencionalne metode statičke i 
dinamičke analize okvirnih čeličnih konstrukcija zasnovane su na pretpostavci о idealnim 
čvornim vezama, tj, vezama ko je su totalno krute ili ideaino zglobne. Međutim, na osnovu 
mnogobro jnih ispitivanja zaključeno je da su veze realno polukrute, a da je veza momenat- 
rotacija na kraju linijskih elemenata nelinearna skoro u celom opsegu opterećenja gene- 
ralno za sve tipove veza. Pored utvrđene fleksibilnosti veza, postoji i veća ili manja 
ekscentričnost veza, ko ja može izazvati značajnije promene uticaja u konstrukciji.
U okviru najnovijih zahteva u aseizmičkom proračunu, kontrole ponašanja konstruk­
cija, utvrđen je značaj projektovanja i ugradnje-posebnih konstruktivnih elemenata koji 
imaju bitnu ulogu u smanjenju ili potpunom eliminisanju oštećenja kako konstruktivnih 
tako i nekonstruktivnih elemenata konstrukcije. Ti elementi svoju ulogu uglavnom ost- 
varuju značajnom disipacijom energije koja je predata objektu sistemu pri seizmičkom 
opterećenju, i na taj način zaštićuju ostale elemente konstrukcije od oštećenja.
Predmet ove doktorske disertacije je seizmička materijalno-geometrijska nelinearna anali­
za čeličnih ramova sa polukrutim, ekscentričnim i viskoznim vezama greda-stub. Takođe 
su razmatrani sistemi za kontrolu ponaäanja konstrukcije preko posebno dodatih konstruk­
tivnih elemenata kao što su frikcioni spregovi i čvorne disipativne veze. Posebna pažnja 
posvećena je i efektima teorije drugog reda, koji mogu biti od presudnog značaja za fleksi- 
bilne konstrukcije kao sto su celioni ramovski sistemi. Na ta j način u radu su uključene obe 
nelinearnosti, geometrijska nelinearnost strukture i materijalna nelinearnost veza, ko je su 
razmatrane simultano. Materijalna nelinearnost problema se pojavljuje samo u vezama 
linijskih elemenata, dok se svi ostali delovi sistema razm atraju u domenu elastičnog 
ponašanja, pa je na taj način ostvarena -bitna racionalizacija i efikasnost proračuna, koji 
je kao takav primenljiv i u standardnim inženjerskim proračunima.
Kao rezultat predloženog računskog modela seizmičke analize i oblika kontrole ponašanja 
konstrukcije, napravljen je računarski program kojim je omogućen efikasan proračun i 
pomoću kojeg su sprovedene odgovarajuće parametarske analize.
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K ra ta k  sa d rž a j ra d a
Rad se sastoji iz sedam poglavlja i dva priloga. U okviru tih poglavlja defmisani su 
postupci, koji daju potpunu teorijsku osnovuvza kvalitetnu savremenu seizmičku analizu 
čeličnih konstrukcija.
U prvom, uvodnom poglavlju, razmatrani su principi savremenih tendencija za projekto- 
vanje aseizmičkih objekata, sa posebnim osvrtom na celione zgrade. Za najčešće prime- 
njivane celione konstruktivne sisteme objašnjen je mehanizam prijema seizmičke energije. 
Navedene su glavne polazne pretpostavke koje su bile osnov za predloženu seizmičku 
analizu ramovskih sistema. Na kraju poglavlja dat je kratak opis razvijenog računarskog 
programa koji je primenjivan u razmatranim proračunima.
U drugom poglavlju su prikazane dve veoma bitne osobine čeličnih veza greda-stub: flek- 
sibilnost i ekscentričnost veza. Na osnovu brojnih eksperimentalnih istraživanja u dužem 
nizu godina razvijen je veci broj modela za proračun i analizu ramova sa polukrutim 
vezama. Dat je pregled najznačajnih publikovanih modela za statičku i dinamičku anali­
zu. Detaljnije su obrađeni usvojeni modeli za proračun, triparametarski model za statičku 
i model sa nezavisnim ojačanjem za dinamičku analizu. Na kraju poglavlja istaknut je 
značaj razm atranja ekscentriciteta kod čvornih veza.
Gredni konačni element sa polukrutim ekscentričnim vezama obrađen je u trećem pog­
lavlju. Jednostavna formulacija elementa omogućava primenu u računarskim programma 
čiji je proračun zasnovan na Metodi konačnih elemenata. U okviru ovog poglavlja ana­
lizzano je ponašanje konstrukcije samo pod dejstvom statičkog opterećenja, pri čemu su 
uzeti uticaji i po teoriji drugog reda. Objašnjen je inkrementalno iterativan postupak koji 
je primenjen u proračunu.
U četvrtom poglavlju opisana je primena prethodno definisanog konačnog elementa u di- 
namičkoj analizi. Efekti disipacije energije i prigušenja sistema u čvorovima obuhvaćeni 
su sa pretpostavljenim viskozim prigušenjem u samoj vezi greda-stub. Matematičkom 
formulacijom i fizičkom interpretacijom, obrađen je problem uvođenja ovog tipa prigu- 
šenja u proračun. Izvedena je konzistentna matrica masa za gredni element sa polukru­
tim vezama, kao i matrica prigušenja za pretpostavljeno viskozno prigušenje u vezama. 
Odredenim postupkom sprovedena je procena vrednosti koeficijenta viskoznog prigušenja 
u vezi za određeno relativno prigušenje sistema.
Značaj primene teorije drugog reda u dinamičkom proračunu analiziran na ramovima sa 
različitim tipovima veza greda-stub. Zatim je obrađena strožija P-Delta analiza u kojoj 
se ne usvaja pretpostavka da su aksijalne sile u elementima konstantne za vreme dejstva 
zemljotresa. Na primeru jednog rama upoređeni su rezultati sa uobičajenom P-Delta 
analizom.
U petom poglavlju prikazani su osnovni principi kontrole ponašanja konstrukcije u cilju 
eliminisanja neprihvatljivog odgovora sistema pri dejstvu zemljotresa. Usvojena su dva 
sistema sa primenom pasivne kontrole konstrukcija. Prvi predstavljaju frikcioni spegovi 
koji se mogu primeniti u različitim tipovima konstrukcija. Formiran je konačni element 
za modeliranje uticaja ovih disipativnih spregova, a zatim je utvrđena njihova efikas- 
nost u kontroli ponašanja sistema. Drugi sistem kontrole ostvaren je preko disipativnih 
čvornih veza modeliranim pomoću rotacionog viskoznog klipa na kraju grednih elemenata.
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Seizmički proračun za ramove sa analiziranim sistemima kontrole sproveden je na primera 
desetospratnog čeličnog rama sa polukratim vezama.
Sesto poglavlje sadrži opis razvijenog računarskog programa za seizmičku analizu čeličnih 
ramova u ravni. Detaljno su prikazani potrebni ulazni podaci, kao i jedan ilustrativan 
primer.
U sedmom poglavlju izvedeni su zaključci rada i istraživanja.
U prvom prilogu, prilog A, prikazane su oznake koje su korišćene u radu. Oznake ko je 
nisu navedene u dodatku objašnjene su na mestu na kome se prvi put pojavljuju u tekstu. 
U prilogu B dat je pregled matrica ko je su korišćene u proračunu primenom Meto de 
konačnih elemenata.
* * *
Želim ovom prilikom da se zahvalim mentoru ove doktorske disertacije Prof, dr Miodragu 




P o g lav lje  1
U vod
1.1 Seizm ički p ro ra č u n  zg rad a
Aktuelnost konstantnog razvoja saviemenog seizmičkog proračuna je uslovljena činjeni- 
com da postoji stalna potreba izgradnje građevinskih objekata u brojnim trusnim po- 
dručjima na Zemlji.
Metode dinamičke analize, bazirane na linearno elastičnim pretpostavkama, mogu se kon- 
vencionalno, ekonomično i jednostavno sprovesti, pri čemu se ti proračuni uobičajeno 
oslanjaju na veči koeficijent sigurnosti. Određivanje uticaja u elementima konstrukcija 
izloženih seizmičkim dejstvima pomoću linearne dinamičke analize, ne može dati zado- 
voljavajući odgovor na pitanje о stvarnom ponašanju konstrukcija izloženih dejstvu sred- 
njih, a posebno jakih zemljotresa. U linearnoj teoriji pretpostavlja se da za vreme de- 
lovanja zemljotresa konstrukcija zadržava istu krutost i istu vrednost prigušenja. Ova 
pretpostavka 'je daleko od stvarnog ponašanja, јег je dobro poznato da se sa porastom 
intenziteta seizmičkih sila pojavljuju plastificirana područja, pa se krutost konstrukcije 
menja. Sa porastom napona i deformacija raste prigušenje, koje je u direktnoj vezi sa 
sposobnošću konstrukcije da apsorbuje seizmičku kinetičku energiju. Drugim rečima, 
ponašanje konstrukcija izloženih dejstvu srednjih i jakih zemljotresa je nelinearno, jer 
pomeranja i ostali uticaji u konstrukciji ne rastu proporcionalno sa porastom intenziteta 
seizmičkih sila.
Za racionalno projektovanje aseizmičkih objekata i određivanje realnog odgovora kon­
strukcije, važna je moguónost kvalitativne i kvantitativne procene nelinearnog ponašanja 
sistema. Za razliku od linearne dinamičke analize, pomoću koje se dobijaju rezultati uz 
relativno mali trošak, nelinearna dinamička analiza, čak i u pojednostavljenom obliku, 
zahteva znatno veci utrošak vremena i novca. Nelinearnu analizu karakterise veci broj 
ulaznih podataka, a takođe i manja numerička pouzdanost i tačnost ovih podataka. Na 
osnovu ovih karakteristika može se postaviti pitanje opravdanosti nelinearnog proračuna, 
jer se dobijena tačnost rezultata mora uzeti sa određenom rezervom. Ipak, i pored ovih 
osobina, nelinearna analiza ima sve značajniju primenu u praktičnim proračunima, jer 
za zemljotrese većeg intenziteta, jedino se na osnovu ove analize može dati odgovarajuća 
kvalitativna ocena ponašanja konstrukcije, a pitanje kvantitativne ocene osta je još uvek 
predmet daljih proučavanja.
Nelinearni seizmički proračun razvijao se u dva pravca. Prvi pravac se zasnivao na teo- 
rijskim istraživanjima sa ciljem iznalaženja dovoljno pouzdanih, i po mogućnosti brzih 
i jeftinih računskih postupaka, za analizu konstrukcija sa nelinearnim ponašanjem. Sa 
druge strane, vršila su se intenzivna eksperimentalna istraživanja sa ciljem da se dobiju 
realni ulazni podaci za dalju numeričku analizu nelinearnog odgovora konstrukcije, kao i
da se provere rezultati već izvršenih numeričkih analiza.
Nelinearna seizmička analiza objekata je kompleksan i obiman problem. Sa ovom te- 
matikom objavljen je velik broj eksperimentalnih i teorijskih radova, ali još uvek nije 
usvojen konačan model za proračun konstrukcija, pa je ova problematika ostala i dalje 
veoma aktuelna s obzirom na neophodnost projektovanja seizmički otpornih objekata. 
Iako nije usvojen i propisima defmisan postupak nelinearnog seizmičkog proračuna, na 
osnovu dosadašnjeg iskustva u projektovanju seizmički otpornih zgrada i ponašanja ob­
jekata koje su pretrpele intenzivne zemljotrese, opšti principi i preporuke za projektovanje 
su relativno detaljno utvrđeni i prihvaćeni.
Najnoviji pristup u nelinearnoj dinamičkoj analizi je bitna racionalizacija proračuna. 
Problem nelinearnosti ponašanja konstrukcija je lokalizovan i sužen samo na pojedine 
elemente i delove sistema, dok se za preostale elemente smatra da je njihovo ponašanje 
u domenu elastičnosti. Ova pretpostavka je veoma blizu realnog ponašanja konstruk­
cija pri incidentnom dejstvu zemljotresa, jer na primer, kod ramovskih sistema samo se 
čvorovi, veze linijskih elemenata i specijalno projektovani disipativni elementi ponašaju 
nelinearno. Ovakav pristup je primenjen i u ovom radu.
Specifičnost jačih zemljotresa je izazivanje značajno većih uticaja u konstrukciji u odnosu 
na druga opterećenja i mala verovatnoča pojave u eksploatacionom veku konstrukcije. 
Te osobine zemljotresnih dejstava dovode do zaključka da je neekonomično projektovanje 
konstrukcija bez oštećenja. Za zemljotrese slabijeg intenziteta, čija je verovatnoća pojave 
za vreme predviđenog veka konstrukcije znatno veća, treba iz ekonomskih razloga izbeći 
neopravdane ceste i skupe popravke i sanacije. Prilikom projektovanja zahteva se da se 
objekti ponašaju elastično u slučaju dejstva zemljotresa malog intenziteta. dok u slučaju 
delovanja zemljotresa srednjeg ili velikog intenziteta, da bi se sačuvao integritet i sigurnost 
konstrukcije i minimizirao rizik od velike ljudske i materijalne stete, mora se uzeti u obzir 
mogućnost nelinearnog ponašanja. Odnosno, analiza konstrukcija obavljena na osnovu 
pretpostavke о linearnoj elastičnosti ne može biti primenljiva kod jačih zemljotresa, gde 
je logično očekivati veća oštećenja, već se mora postaviti drugi računski model približniji 
stvarnosti.
Kod projektovanja objekata u zemljotresnom inženjerstvu zahteva se da konstrukcije pose- 
duju sposobnost apsorpcije i disipacije predate energije, i da se energetska ravnoteža 
postiže preko neelastičnih deformacija konstrukcija, a da pri tome ne dođe do rušenja 
pojedinih spratova i konstruktivnih celina. Pri najintenzivnijem očekivanom zemljotresu, 
za koji se pretpostavlja da može zadesiti objekat, ne sme doéi do njegovog rušenja i pored 
dozvoljenih značajnih oštećenja, ali mora da zadrži svoj integritet u određen deo nosivosti 
po prestanku dejstva zemljotresa. Izuzetak od ovakvog stava su objekti od izuzetnog 
značaja, za koje nisu dozvoljena veća oštećenja. Najnovijim propisima nekih zemalja, 
pored provere granicnih stanja nosivosti, koji se odnose na granična stanja rušenja ili 
druge oblike loma konstrukcije, utvrđuje se i proverà granicnih stanja upotrebljivosti. Na 
taj način se zahteva da u slučaju manjih i češćih zemljotresa, objekat mora da ostane u 
potpunoj funkciji, a oštećenja da budu beznačajno mala. Praksa je pokazala da se najve- 
ća seizmička otpornost konstrukcije postiže pravilnim izborom dispozicije objekta, kako 
u osnovi, tako i po visini, pravilnim konstruisanjem karakterističnih elemenata i detalja 
konstrukcije, kao i dobrim izvođenjem objekta.
Postizanje željenih aseizmičkih karakteristika, koje se generalno mogu opisati kao duk-
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tilitet, može se ostvariti samo ako se izbegmi potencijalni krti lomovi. Najkarakterističniji i 
istovremeno najneželjeniji krti lom je od smičućih sila. Krti lom izazvan efektima smičućih 
sila onemogućuje dostizanje graničnog momenta, graničnih pomeranja, a time i razvijanje 
procesa energetske ravnoteže, pri cernii je krajnji ishod prerani lom napregnutog eie- 
menta. Potrebnu seizmičku otpornost konstrukcije treba po pravilu postici kombinacijom 
manje nosivosti i vece duktilnosti, kojom se suštinski pretpostavlja nelinearni odgovor 
sistema. Kod izrazito duktilnih konstrukcija može se izvršiti veda redukcija nosivosti u 
odnosu na linearnu analizu. Donja granica krutosti se mora ostvariti kako bi se kon­
strukcija sačuvala od oštečenja kod slabih i češćih zemljotresa. Pored toga ne sme se 
dozvoliti da dođe do kolapsa konstrukcije usled efekata teorije drugog reda. Cesto se ak- 
tuelnim propisima najveći broj objekata proračunava primenom linearne elastične analize 
sa redukovanim seizmičkim opterećenjem koje zavisi od duktiliteta i sopstvenih perioda 
oscilovanja. Takav postupak se naziva metoda faktora duktiliteta. Maksimalno očekivana 
pomeranja se određuju množenjem dobijenih pomeranja konstrukcije sa faktorom duk­
tiliteta. Za konstrukcije sa velikom krutošću primenjuje se princip jednakih radova za 
pretpostavljeno linearno i nelinearno (duktilno) ponašanje sistema. Sto je konstrukcija 
kruća može se ostvariti manja redukcija seizmičke sile.
Poslednjih godina u seizmičkom proračunu popularizovana je metoda programiranog po- 
našanja u odnosu na metode kapaciteta duktiliteta i nosivosti. Suština ove metode je da 
se unapred izaberu duktilni elementi (elementi koji će se ponašati nelinearno), plastični 
zglobovi koji mogu formirati mehanizme sa velikom sposobnošću apsorpcije i disipacije 
seizmičke energije, a koji ne ugrožavaju egzistenciju konstrukcije. Na taj način samo 
neki elementi konstrukcije se plastifìkuju, dok naprezanja u ostalim delovima konstrukcije 
ostaju u elastičnom području. Pri izboru projektovanih duktilnih elemenata mora se 
voditi računa, da se ti elementi nalaze na mestima gde je jednostavno obezbediti zahtevane 
kapacitete rotacije i da se oštećena mesta mogu lako popraviti.
Na osnovu detaljnih analiza i razmatranja nakon poslednjih katastrofalnih zemljotresa 
postojećih sistema čeličnih zgrada, došlo se do zaključka da apsorpciju seizmičke energije 
treba ostvariti na sasvim drugi način, kako bi se u potpunosti sprečila oštećenja konstruk- 
tivnih elemenata. Tako se javila potreba za razvojem posebnih elemenata u konstrukciji 
čija je funkcija samo disipacija seizmičke energije. |
1.2 K o n tro la  p o n ašan ja  k o n s tru k c ije  p ri seizm ičkom  
d e js tv u
Razvojem različitih oblasti tehnike, pre svega računarske tehnike, automatike i novih 
tehnoloških materijala, stvorila se mogućnost za nov pristup rešavanja problema projek- 
tovanja zgrada otpornih na dejstvo zemljotresa. Pored toga, značaj faktora koji utiču 
na usvajanje i definisanje koncepta projektovanja aseizmičkih objekata nije ostao isti. 
Osnovnim načelom, sprečavanju kolapsa sistema i oštećenja bitnih konstruktivnih eie- 
menata, dodat je još jedan kriterijum. Ekonomski faktor popravki oštećenja se sve vise 
uzima u obzir. Steta usled dva poslednja katastrofalna zemljotresa u Americi, Lorna Pri- 
eta i Northridge, bila je preko 50 biliona dolara, dok je procena štete posle zemljotresa u 
Kobe-u (Japan) iznosila oko 150 biliona dolara. Ti poslednji zemljotresi su jasno pokazali
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da savremene i tehnološki usavršene zgrade nisu imune na oštećenja ko ja se u ekonomskom 
smislu ne mogu zanemariti.
Novi zahtevi za projektante i konstruktere su postali seizmički otporni objekti kod kojih 
neće doći do bilo kakvih oštećenja kako konstruktivnih tako i nekonstruktivnih eleme- 
nata  sistema. Ovi zahtevi su rešeni posebno projektovanim uređajima, sistemima ili 
konstruktivnim elementima, pomoću kojih može da se kontroliše ponašanje konstrukcije 
pri dejstvu zemljotresa. Na taj način odgovor sistema i pri incidentnom zemljotresu je 
u predviđenim granicama, pri kojima su elementi konstrukcije ostali napregnuti samo u 
domenu elastičnosti materijala, pa nema neželjenih deformacija ili oštećenja.
U zavisnosti od izbora sistema za kontrolu ponašanja razlikuje se pasivna i aktivna kon- 
trola ponašanja konstrukcije. Pasivna kontrola zasniva se na redukciji dinamičkog odgov- 
ora sistema usled zemljotresa na osnovu smanjenja seizmičkih sila ili smanjenja seizmičke 
energije koja se predaje konstrukciji. Aktivna kontrola konstrukcije ostvaruje se pomoéu 
uređaja sa eksternim napajanjem, koji na osnovu informacije о stanju konstrukcije nakon 
spoljnih dejstava deluje na nju korektivnim sdama u realnom vremenu, u cilju dobijanja 
željenog odgovora sistema.
Ranije se samo za značajne objekte projektovala primena kontrole ponašanja konstrukcije, 
dok je danas ona aktuelna kod znatno veóeg broja objekata.
1.3 O dgovor čeličnih zg rad a  n a  de js tvo  zem ljo tresa
Uobičajeno je mišljenje da su celióne zgrade po pravilu otporne na dejstvo zemljotresa, 
zato sto poseduju osobine koje su značajne kod građenja aseizmičkih objekata. Zgrade su 
manje mase, materijal velike čvrstoće, ujednačenih osobina kako kod pritiska tako i kod 
zatezanja, velike sposobnosti plastičnog deformisanja i stabilnog histerezisnog ponašanja.
Međutim, iskustva poslednjih zemljotresa, koji su se desili u Sjedinjenim Američkim 
Državama, San Fernando (1971), Loma Prieta (Santa Cruz, 1989), Northridge (1994), 
i Japanu, Kobe (1995), ukazala su na inženjerski i ekonomski neprihvatljiva oštećenja 
kod čeličnih konstrukcija. Naročito značajna iskustva su defmisana nakon zemljotresa 
Northridge [6, 7, 8]. Celióni ramovi smatrani su za najduktilnije i najpovoljnije konstruk­
cije za primenu u seizmióki aktivnim područjima. Iako nije došlo do kolapsa sistema, 
zemljotres je izazvao oštećenja u mnogo veóem obimu nego sto su projektanti i konstrukteri 
mogli da očekuju. Oštećenja su se ispoljila i kod propisima usaglašenih objekata, pravilno 
projektovanih i tehnološki dobro izvedenih, sto je stvorilo sumlju u ispravnost prihvaóenih 
principa konstruisanja i važećih standarda i propisa za projektovanje aseizmiókih óeliónih 
zgrada. Uoóeni razlióiti mehanizmi lomova i oblici deformacija ukazuju na vise presudnih 
faktora u pojavi oštećenja. Drugim reóima, dejstvo zemljotresa Northridge je pokazalo da 
je veoma opasno i nerealno tvrditi da se duktilno ponašanje konstrukcije pri zemljotresu 
može ostvariti propisivanjem pojednostavljenih pravila pri projektovanju [9].
Na osnovu iscrpno prikupljenih podataka, zakljuóeno je da veoma bitnu ulogu u odgovoru 
i ponašanju óeliónih konstrukcija imaju óvorne veze, jer se bas u tim delovima konstrukcije 
desio nejveći deo oštećenja. Dobra osobina čelika kao duktilnog građevinskog materijala 
nije došla do izražaja, veó su se desili krti, veoma nepovoljni lomovi ili lokalna post- 
elastióna izboóavanja elemenata kod zavarenih óvornih veza.
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Slika 1.1: Osnovni konstruktivni sistemi čeličnih zgrada
Veze ostvarene preko zavrtnjeva imaju prednost, п pogledu zahtevanog seizmičkog pona- 
šanja, nad cesto primenjivanim, za izvođenje znatno jeftinijim, zavarenim vezama. Pri 
dejstvu zemljotresa veliki deo apsorpcije predate energije ostvaruje se u čvorovima čeličnih 
ramova. Materijalna nelinearnost karakteristična za dejstvo jačih zemljotresa takođe se 
najvećim delom ostvaruje u ovim konstruktivnim elementima sistema, pa je u proračunu 
potrebno što približnije obuhvatiti sve ove fenomene. Drugim rečima, veze stubova i greda 
u čeličnim ramovskim sistemima treba tretirati kao polukrute, nelinearne, ekscentrične i 
disipativne veze.
Celione konstrukcije su u principu relativno fleksibilni sistemi, tako da pri horizontalnim 
opterećenjima dolaze do izražaja efekti teorije drugog reda. Oni su vrlo cesto merodavni 
kriterijum za dimenzionisanje. Uvođenjem i teorije drugog reda u dinamičku materijalno 
nelinearanu analizu, proračun postaje znatno komplikovaniji. Iz tih razloga problemu 
treba pristupiti i sa inženjerskog, a ne samo teorijskog aspekta, kako bi proračun ostao 
racionalan i primenljiv.
Postoji nekoliko standardnih sistema projektovanja čeličnih zgrada. Ukrućeni čelični 
ramovi su veoma popularni (Slika L ia), jer su ekonomični u prihvatanju bočnih sila usled 
vetra i umereno jakih zemljotresa. Međutim, za vreme jakih zemljotresa njihovo ponašanje 
nije zadovoljavajuće. Ako su ukrućeni ramovi krući, oni ’’privlače” veće seizmičke sile, a 
pored toga kapacitet disipacije energije je ograničen, jer su histerezisne petlje ponašanja
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Slika 1.2: Histerezisna petlja ponašanja diagonale čeličnog sprega
spregova velikim delom uštinute. Primer takve petlje dat je na Siici 1.2 [10]. Očigledno 
je da je sposobnost apsorpcije energije konstruktivnih elemenata, sa ovako uštinutim pet- 
ljama i deterioracijom, veoma skromna. Isto ponašanje pokazuju i spregovi koji su di- 
menzionisani samo na silu zatezanja. Pri velikom horizontalnom opterećenju zategnuti 
elementi se izdužuju, dok pri alternativnom opterećenju dolazi do izvijanja. Pri ponovnom 
opterećenj,u prethodno izduženi elementi nisu vise tako efikasni čak i kad su opterećeni 
silom zatezanja. Rezultat ovakvog ponašanja spregova je brza degradacija sposobnosti 
za apsorpciju seizmičke energije, pa i moguć kolaps sistema. U Kobe-u je za vreme 
zemljotresa nekoliko objekata ovog tipa pretrpelo rušenje [18].
Drugi popularni sistem u čeličnom konstrukterstvu su celioni ramovi, koji se horizontalnim 
sdama suprostavljaju momentima savijanja (Slika 1.1b). Oni imaju znatno bolje aseizmi- 
čke osobine prvenstveno zbog vece duktilnosti sistema i stabilnih i punih histerezisnih 
petlji bitnih konstruktivnih elemenata. Ipak, ove konstrukcije su dosta fleksibilne i veoma 
je izražen nepovoljan uticaj P-Delta efekta. Potrebna su relativno velika dodatna mate-
i
rijalna sredstva da bi se ograničila maksimalna međuspratna i horizontalna pomeranja i 
tako izbegla neprihvatljiva oštećenja.
Potreba za krućim sistemima dovela je do kombinacije prethodna dva sistema: duktilni 
ramovi ukrućeni centričnim (Slika 1.1c) ili ekscentričnim spregovima (Slika l.ld ), pri čemu 
su spregovi dimenzionisani da preuzmu samo deo horizontalnih sila. Poseban slučaj ovog 
sistema predstavljaju ekscentrično ukrućeni ramovi. Spregovi su ekscentrično postavlje- 
ni, kako bi pri izuzetnom horizontalnom opterećenju naterali da se aktivira neelastično 
ponašanje grede, u cilju povećanja disipacije seizmičke energije. Ovakvo ponašanje greda 
prouzrokuje i neizbežnu deformaciju ploča, pa je ukupna popravka i reparacija konstruk­
tivnih i nekonstruktivnih elemenata veoma skupa i nepovoljna sa ekonomskog gledišta. 
Celioni ramovi se ukrućuju i armirano betonskim zidovima koji su skuplji i ograničavaju 
slobodu arhitektonskih rešenja objekta, jer se zidovi po visini moraju postaviti od temelja 
do vrha zgrade (Slika Lie).
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1.4 P o lazn e  p re tp o s ta v k e  an a liza  i p ro ra č u n a
Kako bi proračun složenog problema bio racionalan i inženjerski prihvatljiv, u ovom radu 
uvedene su pretpostavke kojima se on značajno pojednostavljuje ili skraćuje. Pri tome, 
vodilo se računa da usvojene pretpostavke imaju inženjerskog opravdanja i da se neznatno 
gubi na tačnosti.
R a z m a tra n ja  su  ogran ičena sam o n a  ravne  celione ram ove
Razmatrani su samo linijski sistemi u ravni, a generalisanjem se jednostavno mogu defì- 
nisati i prostorni linijski sistemi. Ova pretpostavka je usvojena uglavnom zbog značajnog 
pojednostavljenja ko je se odnosi na dimenziju reda problema i jednostavnije prezentacije 
dobijenih rezultata, kao i izbegavanja memorijskih programerskih problema. Svi principi i 
zaključci ostaju u potpunosti primenljivi i za stvarni trodimenzionalni model konstrukcije. 
Svi građevinski objekti se ponašaju kao prostorni sistemi. Proračun prostornih sistema u 
nelinearnoj seizmičkoj analizi je izuzetno skup, pa se cesto nameóe pitanje njegove oprav- 
danosti. Osim toga, prilikom dejstva zemljotresa nisu svi elementi objekta podjednako 
bitni za analizu. Iz tih razloga seizmička analiza se može izvršiti u dve faze. Prva faza 
proračuna je linearna analiza prostornog sistema. Dobijeni rezultati iz ove faze određuju 
preraspodelu opterećenja po vertikalnim ravnima nosača. U drugoj fazi sprovodi se neli- 
nearna analiza ali samo nekih, najviše interesantnih ravni nosača. Na taj način nelinearna 
dinamička analiza se sprovodi u ravni, što značajno pojeftinjuje proračun, a ne gubi se na 
kvalitetu, jer su nelinearnom analizom obuhvaćeni elementi objekta koji su značajni pri 
dejstvu zemljotresa.
U sv a ja  se d a  se m ate rija ln a  n e lin earn o st dešava sam o u vezam a sistem a, a  u 
ok v iru  lin ijsk ih  e lem enata  ostvaru je  se linearno  p o n asan je  m a te rija la
Uticaji u ramovima usled horizontalnog seizmičkog opterećenja imaju najveće vrednosti 
u čvorovima, pa se u njima i može očekivati nelinearno ponasanje materijala. U isto 
vreme duž linijskih elemenata, greda ili stubova, dodatni uticaji usled seizmičkog dejstva 
su značajno manji, pa naprezanje materijala ostaje u linearnoj oblasti. Pretpostavlja se 
da su usvojena takva tehnička rešenja čvorova tako da neće doći do pojave plastifikacije 
čvorova ili krajeva linijskih dementa, već će se desiti samo popuštanje odnosno smanjenje 
krutosti veze. Uz ovakvu pretpostavku proračun posta je znatno efikasniji i racionalniji. 
Konstitutivna relacija momenat-rotacija, M  — в, zavisi od konkretnog tipa veze. Ekspe- 
rimenti pokazuju da je kriva M  — в nelinearna u celokupnom opsegu opterećenja i za sve 
tipove veza.
R a z m a tra  se sam o u tica j horizon talnog  seizm ičkog p o m eran ja  n a  k o n stru k c iju
U proračunu se razmatraju samo horizontalne inercijalne sile nastale usled zemljotresa, a 
zanemaruje se vertikalna komponenta. Kao i u slučaju prve pretpostavke, uvođenjem ove 
pretpostavke ništa se ne gubi na opštosti, veó se samo skraćuje obim proračuna. Pored 
toga, u slučaju objekata visoko gradnje uobičajena je i pretpostavka da se pri dejstvu 
zemljotresa sve oslonačke tačke pomeraju u istoj fazi i da imaju istu vrednost ubrzanja 
tla.
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P o g lav lje  2
P o lu k ru te  veze u čeličnim  ram ovskim  
k o n strukcijam a
2.1 U vod
Ramovski, odnosno skeletni sistem projektovanja čeličnih zgrada, je veoma popularan 
konstruktivni sistem široko primenjivan u inženjerskoj praksi. On ima veliki broj zah- 
valnih osobina u odnosu na seizmičko opterećenje. Zgrade ovog sistema imaju relativno 
male mase, što direktno ut iče na smanjenje seizmičkih sila. Karakteristična man ja krutost 
ovog sistema smanjuje frekvencu osilovanja, pa su zgrade manje pobuđene bliskim i jakim 
zemljotresima.
Analiza i rezultati proracuna za ramovske sisteme konstrukcija uslovljeni su usvojenim 
pretpostavkama pri modeliranju konstruktivnih elemenata, a najviše veza stub-greda. 
Konvencionalne metode analize okvirnih konstrukcija zasnovane su na pretpostavci о ide- 
alnim čvornim vezama, Pri tome se koriste dve ekstremne idealizacije veza: totalno kruta 
i ideaino zglobna veza. Modeli sa idealnim vezama pojednostavljuju analizu, ali veoma 
cesto ne odgovaraju stvarnom ponašanju konstrukcija. To potvrđuju brojna eksperimen- 
talna istraživanja čeličnih okvira sa različitim tipovima veza [1, 2, 3]. Formiranje idealnih 
veza je veoma teško, nepraktično i neekonomično, a stvarne veze su manje ili vise fleksi- 
bilne, ili kako se to obično kaže polukrute. Fleksibilost veza stub-greda nema samo uticaj 
u preraspodeli momenata između elemenata rama, već i u povećanju ukupnog horizon- 
talnog pomeranja i nepovoljnih međuspratnih pomeranja, ko ja mogu usloviti neophodnu 
primenu teorije drugog reda u proračunu.
Zbog velikog značaja fleksibilnosti veza na konacne rezultate proracuna, poslednjih godina 
definisanje ponašanja veze je predmet mnogobrojnih naučnih istraživanja. О fleksibilnosti 
veza vodi se računa u mnogim aktuelnim standardima za projektovanje čeličnih konstruk­
cija, kao sto su na primer, American Load nad Resistance Factored Design — LRFD, 
AISC  (1986), British standard BS5950 (1990) i Eurocode 3 (1992).
2.2 P o lu k ru te  veze
Pretpostavljanjem da su veze ideaino krute, znači da se usvaja da će ugao izmedu dva 
susedna linijska elementa ostati neopromenjen i nakon deformacije nosača, Idealno zglob- 
nom vezom pretpostavlja se da se momenat savijanja ne može preneti sa jednog na drugi 
element. Drugim rečima, opravdanost ovih pretpostavki je direktno u zavisnosti od odnosa 
krutosti veze i krutosti elemenata ko je spajaju. Za krutu vezu treba da je krutost veze 
veoma velika, a za zglobnu vezu da je veoma mala u odnosu na krutosti grede i stuba.
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Veza greda-stub je medijum koji prenosi odgovarajuće sile i momente sa elementa na 
element. U opštem slučaju, veze ravnih okvira sn izložene dejstvu momenata savijanja, 
transverzalnih i normalnih sila. Uticaji od transverzalnih i normalnih sila su obično 
zanemarljivi, tako da su od praktičnog značaja samo uticaji od momenata savijanja. U 
zapadnim zemljama, a pogotovu u SAD-u, veze su tipizirane i standardizovane, a neke od 
najčešće primenjivanih šematski su prikazane na Siici 2.1 Konstitutivna relacija momenat- 
rotacija, M S ,  zavisi od konkretnog tipa veze. Eksperimenti pokazuju da je kriva M S  
nelinearna u celokupnom opsegu opterećenja, generalno za sve tipove veza (Slika 2.2). 
Različiti standardni tipovi veza imaju različitu krutost, odnosno fleksibilnost, ali sve one 
se nalaze između dve granične, ideaino krute i ideaino zglobne. Tako na primer, veza 
sa priključni limom na rebru grede (WSB -  Web Side Plate) je po ponašanju najbliža 
zglobnoj, a Т-Stub veza krutoj vezi. Nelinearnost ponašanja realne polukrute veze je 
posledica lokalne plastifikacije elemenata u vezi. Analiziranje ponašanja veze komplikuje 
se pojavama kao sto su: geometrijska imperfekcija, postojanje rezidualnih napona usled 
zavarivanja, koncentracija napona, lokalne deformacije i izbočavanja rebra stuba u zoni 
čvora. Pravilno izvedene polukrute veze su po pravilu veoma duktilne veze, sto je veoma 
bitna osobina kod njihove primene u seizmički otpornim konstrukcijama.
Na Siici 2.3 ilustrovan je uticaj fleksibilnosti veze na rezultate proračuna za jedan jed- 
nospratni ram koji je opterećen koncentrisanim sdama. Prikazana je zavisnost horizon- 
talnog pomeranja rigle i momenta uklještenja od koeficijenta krutosti veze 7 (fixity factor, 
rigidity index). Koeficijent krutosti veze je bezdimenzionalni koeficijent koji ima vrednost
1.0 za slucaj krute veze i vrednost 0.0 za slučaj zglobne veze. Uticaj fleksibilnosti veze 
je još značajniji ako se uzima u obzir i teorija drugog reda. Može se reći da je ponašanje 
rama sa vezama, ko je imaju koeficijent krutosti 7 =  0.5, mnogo bliže ponašanju rama sa 
krutim nego sa zglobnim vezama.
U inženjerskoj praksi bitno je imati kriterijum kako treba tretirati neki ramovski sistem. 
Posto je određene preporuke (Evrokod 3) [4] koje na osnovu dobijenog momenta savijanja, 
rotacije kraja grede i karakteristika grede, kao što su momenat plastičnosti i fleksiona kru­
tost, grede definišu očekivano ponašanje rama: kruto, polukruto ili fleksibilno. Medutim, 
ti kriterijumi su zasnovani na globalnom ponašanju rama, a ne na konkretnim dimenzi- 
jama i detaljima tipa veze.
2.2.1 M o d e liran je  p o lu k ru te  veze p ri m o n o to n o m  o p te re é e n ju
Da bi se odredilo realno ponašanje veze greda-stub u čeličnim konstrukcijama, jedini pravi 
put su eksperimentalna ispitivanja na modelima stvarnih dimenzija. Wilson i Moore su 
još 1917. godine prvi put izveli eksperiment ovakvog tipa. Poslednje dve decenije, ekspe­
rimenti na polukrutim čeličnim vezama su postali veoma popularni, tako da je izvršeno 
preko hiljadu eksperimenata. Nakon tih intezivnih istraživanja, formirane su obimne baze 
podataka eksperimentalnih rezultata za najčešće primenjivane veze. Poznat je kompjuter- 
ski program SCDB (Steel Connection Data Bank), koji su razvili Kishi i Chen [5], i pomoóu 
koga su sistemski obrađeni eksperimentalni podaci za sedam tipova veza. Pogodna okol- 
nost u klasifikaciji veza i rezultata je to sto su u razvijenim zapadnim zemljama propisima 
definisani tipovi veza koje se primenjuju u čeličnim građevinskim konstrukcijama.
Za efikasan proračun i analizu čeličnih ramova, u kojima se razmatraju polukrute veze,
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a) veza sa ugaonikom na rebru 
(SWA - Single Web Angle)
b) veza sa dva ugaonika na rebru 
(DWA - Double Web Angle)
c).veza sa ugaonikom na gomjoj i donjoj nožici 
(TSA - Top and Seat Angle)
d) veza sa dva ugaonika na rebru i nožici 
(TSDWA - Top and Seat Double Web Angle)
e) prikljucni lim rebru 
(WSP - Web Side Plate)
f)  čeona ploča 
(HP - Header Plate)
1 4- -f
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g) prepuštena čeona ploča (tip A) 
(EEP - Extended End Plate)
h) čeona ploca (tip B) 
(FEP - Flush End Plate)



















A m om ent M
Slika 2.2: Veza moment-rotacija (М-в)  za vise tipova veza
Slika 2.3: Uticaj fleksibilnosti veze na rezultate proračuna
20
potrebno je usvojiti model koji može adekvatno da predstavi ponašanje polukrute veze. 
Drugim redima, treba odrediti matematičku funkciju ko ja uspostavlja relaciju između 
momenta M  i rotacije 9 na kraju elementa koji je polukruto vezan:
M  = f  (9) odnosno 9 = g (M )
Те funkcije uglavnom se zasnivaju na eksperimentalno utvđenom ponašanju veze i us- 
tanovljenoj fizičkoj nelinearnosti veza, a prema načinu kako su formirani modeli mogu se 
podeliti u tri glavna tipa: analitički modeli, matematički modeli i mešoviti modeli. 
Analitički modeli su zasnovani na geometrijsko-fizickim karakteristikama svih kompone- 
nata jedne posebne veze. Za pretpostavljeni mehanizam deformacije veze i naponsko- 
deformacijsko ponašanje materijala procenjuje se globalïio ponašanje cele veze. U odre- 
đenom broju radova, formirani su ovakvi modeli i analizzano je ponašanje veze pomoću 
metode konačnih elemenata. Ipak ovaj pristup nije prihvatljiv u praktičnim proračunima 
jer je glomazan, pogotovu ako se primenjuje nelinearna materijalna i geometrijska analiza. 
Mnogo prilivatljiviji pristup je formiranje matematičkog modela koji je zasnovan na iz- 
nalaženju matematičke funkcije koja će najbolje predstaviti eksperimentalno dobijene po- 
datke (curve fitting). U ovom pristupu potrebno je za usvojen generalni oblik matematičke 
funkcije odrediti interpolacione konstante i paramétré te funkcije. M atem atici model 
je dobar ako je jednostavan, sa sto manje parametara koji treba da imaju određeno 
fizičko značenje. Funkcija treba da bude neprekidna i glatka sa uvek pozitivnim prvim 
izvodom. Mešoviti modeli nastali su kombinacijom analitičkog i matematičkog modela. 
Funkcije ovog'tipa modela sadrže i interpolacione konstante i geometrijske paramétré koji 
se određuju na osnovu geometrijskih velieina пеке veze.
U prvim modelima (Rathbun 1936, Monforton i Wu 1963, Lightfoot i LeMessurier 1974) 
koristila se inicijalna krutost veze kao glavni parametar koji definiše ponašanje veze (li­
neami modeli). Iako je ovaj model izuzetno jednostavan za proračun, on je realno pri- 
menljiv za veoma mali početni nivo opterećenja i rotacija veze. Bolja aproksimacija ost- 
varena pomoću bilinearnog modela (Tarpy i Cardinal 1987, Liu i Chen 1986), ili pomoću 
krive koja je deo po deo linearna. Kod analitičkih krivih koje su deo po deo linearne, 
javlja se num erici problem kod nagle promene nagiba, odnosno krutosti, u prelomnim, 
temenim tačkama modela. Jones, Kirby and Nethercot razvili su model zanovan na kub- 
noj B-spline krivoj koja je veoma dobro predstavljala eksperimentalne rzultate, ali je 
zahtevala veliki broj ulaznih podataka.
Do sada preporučeni i razvijeni modeli veza za opisivanje relacije moment-rotacija (M - 
9) za slučaj monotonog opterećenja, predstavljaju empirijske ili poluempirijske izraze. 
Njihov razvoj se kretao od linearnih, bilinearnih ili trilinearnih, do eksponencijalnih i 
polinomnih matematičkih funkcija. Od svih modela detaljnije će se prikazati samo naj- 
značajniji.
F rye-M orris polinom ni m odel
Jedan od najpopularnijih modela za analizu čeličnih ramova je polinomna veza koju su 
predložili Frye i Morris [8], kako bi se prevazišli problemi višelinearnih modela. Opšti 
oblik polinomnog nodela je:
9 = ^ СУК М У -
i
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Slika 2.4: Poređenje eksponencijalnog i modifikovanog eksponencijalnog modela
gde su Ci konstante in te rpo la te  polinoma, čije je odredivanje zasnovano na metodi naj- 
manjih kvadrata. Da bi se smanjio broj parametara i konstanti, Frye i Morris su usvojili 
polinomnu veza samo za tri neparna stepena:
в =  С г ( К M )  + C 2 ( K M f  + C 3 ( K M f  ,
gde su Ci ,konstante zavise od tipa veze, а К  konstanta koja zavisi od geometrijskih 
karakteristika veze.
Polinomni model zadovoljavajuće dobro može predstaviti stvarnu krivu М-в.  Medutim. 
ovaj model u numeričkoj primeni ima ozbiljne nedostatke. Polinomna kriva na određe- 
nim intervalima ima nepovoljne ekstremume funkcije, minimume i maksimume, tako da 
se može desiti da prvi izvod funkcije bude i negativan. Kako prvi izvod fizički predstavlja 
krutost veze, to stvara značajne teškoće u primeni ovog modela naročito u inkrementalnoj 
metodi.
M odifìkovani eksponencija ln i m odel
I
Lui i Chen [9] su primenili eksponencijalnu krivu za aproksimaciju eksperimentalno do- 
bijenih vrednosti moment-rotacija veze (М - в ), za slučaj monotonog opterećenja. Kod 
ovog modela problem su predstavljale oštre promene nagiba krive, odnosno krutosti veze. 
Kishi i Chen su poboljšali eksponencijalni model kako bi se izbegle nerealno nagle promene 
krutosti polukrute veze. Modifìkovani eksponencijalni model može se predstaviti izrazom:
M  =  M o  +  ' £ c j
j=1
1 — exp +  Ё ^ О Т - К 1 ) я [ | в м в „ | ]
k— 1
gde su Cj, Rk parametri aproksimacije, H{6] Heaviside-ova funkcija, M0 inicijalni moment 
veze, a  koefìcijent skaliranja za numeričku stabilnost ì Q0 početna rotacija k-te linearne 
komponente dobijene sa eksperimentalne krive (М-в).
Primenjujući linearnu interpolaciju poboljšani model je veoma dobro opisuje originalnu 
eksperimentalnu krivu (М-в)  (Slika 2.4). Koeficijenti Cj i Rk određuju se na osnovu 
linearne regresione analize.
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R a m b e rg —O sgood—ov m odel
Na osnovu Ramberg-Osgood-ovih naponsko-deformacijskih veza predloženih još 1943. 
godine, Ang i Morris [10] su primenili ovaj stepeni model za definisanje polukrute veze 
pomoću četiri paramétra:
в \км\Г / \км\ у 1"
~  (КМ„) [1 +  \ ( K M „ ) j  ] '
gde su К  М 0 i в о parametri koji određuju položaj tačke A  (Slika 2.5a), p parametar oblika 
i К  bezdimenzionalni parametar zavisan od tipa i geometrijskih velieina veze. Na osnovu 
eksperimentalnih rezultata za pet tipova veza definisani su primenjeni parametri.
T rip a ra m e ta rsk i m odel
Model sa četiri paramétra definisali su Richard i Abbott [И]:
M  =
( k o - k p) \в\
1 + Mo
г г  +  kv\e\
gde su k0 inicijalna krutost, kp parametar ojačanja, M 0 referentni moment i p param etar 
oblika krive (Slika 2.5b).
Koristeći samo četiri, relativno jednostavna koeficijenta, dobijen je izraz veoma pogodan u 
nelinearnim numeričkim analizama, jer obezbeđuje uvek pozitivan prvi izvod. Ovaj model 
nije toliko precizan kao kubni B-spline model ili modifìkovani eksponencijalni model, 
pogotovu ne blizu graničnog momenta veze, ali je znatno smanjen broj potrebnih ekspe­
rimentalnih podataka za njegovo definisanje.







M u . . .  granični moment nosivosti veze,
k0 . . .  početna krutost veze,
p . . .  parameter oblika veze,
в0 . . .  rotacija pri početku plastifikacije veze.
Povoljna osobina ovog modela je sto se efikasno, bez iteracija, može odrediti prvi izvod 





i + ( ê
P1p+1
Takođe, jednostavno je odrediti i rotaciju в preko inverzne funkcije:
9 =
M
k0 1 - M
Kishi i ostali [12, 13, 14, 15] razvili su metodologiju jednostavnog određivanja graničnog 
momenta nosivosti M u i početne krutosti veze k0, na osnovu dimenzija same veze i granice 
tečenja upotrebljenog materijala. Parametar oblika veze p može odrediti koristeći metod 
najmanjih kvadrata za pretpostavljene momente i momente dobijenih iz eksperimentalnih 
podataka. Što je vrednost paramétra p veća, to je kriva strmija (Slika 2.6). Pretpostavlja 
se da je parametar p linearna funkcija logaritma početne plastične rotacije log10 90. Em- 
pirijski izrazi za izračunavanje ovog paramétra date su u Tabeli 2.1.
2.2.2 P o n ašan je  p o lu k ru tih  veza p ri c ik ličnom  o p te re ćen ju
U dinamičkoj analizi uticaj polukrutih veza na odgovor sistema je još izraženiji nego u 
statičkoj analizi. Kako su ramovski sistemi sa polukrutim vezama fleksibilniji od sis­
tema sa krutim vezama, uopšteno se može reći da se u seizmičkoj analizi dobijaju veća
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Tabela 2.1: Empirijski izrazi za parametar oblika n
tip veze n
SWA 0.520 log10 00 +  2.291 
0.695
(loglo0o> -3.073) 
(log10 0o <  -3.073)
DWA 1.322 log10 00 +  3.952 
0.573
(log10 0o > -2 .5 8 2 ) 
(log10 0o <  -2.582)
TSA 1.398 log10 00 +  4.631 
.0.8 27
(log10 eo > -2.721) 
(log10 0o <  -2.721)
TSDWA 2.003 log10 0o+  6.070 
0.302
(loglo0o > -2.880) 
(loglo0o < -2.880)
horizontalna i međuspratna pomeranja i man je seizmičke sile. Pored toga u dinamičkoj 
analizi tretirajući veze preko nelinearnih modela dolazi do izražaja i efekat histerezisnog 
prigušenja, ko je je najznačajniji oblik pasivnog prigusenja u ramovskim konstrukcijama.
U poređenju sa statičkim ispitivanjima, ispitivanja polukrutih čeličnih veza pri cikličnom 
opterećenja su mnogo ređa. Neke od eksperimentalno dobijenih histerezisnih petlji pona- 
šanja veza prikazane su na Siici 2.7 [16, 17]. Posto je dva osnovna pristupa u određivanju 
nelinearnih karakteristika ponašanja elementa konstrukcije pri dinamičkom opterećenju. 
Prvi je nelinearna statička analiza modela kojem su zadate nelinearne materijalne karak- 
teristike, pa se dobijaju skeletne krive, a krive pri rasterećenju se pretpostavljanju na 
osnovu usvojenih pretpostavki. Drugi prilaz je eksperimentalni na idealizovanom uzorku. 
Nelinearne karakteristike konstrukcije i njenih ëlemenata su veoma bitne u dinamičkoj 
analizi, s obzirom na činjenicu da je seizmičko opterećenje velikog intenziteta, pa se uvek 
javljaju pojave kao što je tečenje, pojava pukotina, a što je karakteristično za nelinearno 
ponasanje sistema.
Definisanje modela u nelinearnoj dinamičkoj analizi ramova sa polukrutim vezama je 
veoma osetljiv zadatak, jer u zavisnosti od usvojenog modela ponasanje veze, odnosno 
histerezisne petlje M -в, mogu dobiti kvantitataivno veoma različiti rezultati proračuna.
M odel sa  nezav isn im  o jačan jem
Model sa nezavisnim ojačanjem (Chen i Saleeb, 1982) je najjednostavniji, ali i veoma 
efikasan model kojim se može izraziti ponasanje veze usled cikličnog opterećenja, i zbog 
toga je veoma cesto primenjivan u kompjuterskim programma. Relacija moment-rotacija 
(M-9)  je šematski prikazana na Siici 2.8a. U slučaju rasterećenja (deo krive AB ili CD), 
pretpostavlja se da veza ima inicijalnu krutost ka. Kada moment veze promeni znak 
(deo krive BC), uz zaostalu plastichi u deformaciju 0P, usvaja se da je ista kriva kao za 
monotono opterećenje (deo krive OA). Drugim rečima, relacija moment-rotacija osta je 
nepromenljiva, a ukupna rotacija veze zavisna je od zaostalne plastične rotacije.
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Slika 2.8: a) Model sa nezavisnim
ojačanjem b) Model sa kinematičkim ojacanjem
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Slika 2.9: Problem kod modela sa kinematičkim ojačanjem
M odel sa  k in em atičk im  o jačan jem
Model pomoću koga se uzima u razmatranje kinematičko ojačanje, zasnovan na mode­
lli sa nezavisnim ojačanjem, uveli su u razmatranje Huang i Morris 1991. Ponašanje 
veze pri pretpostavkama ovog modela prikazano je na Siici 2.8b. Za inicijalno monotono 
opterećenje usvojena ja Richard-Abbott-ova kriva u obliku:
М  = кав
1 +
1 _
1  k o
1   fcj S_
1 kb ) в0






gde je кь nagib asimptotske prave. Kada je кь — 0, tada se ovaj model svodi na model sa 
nezavisnim ojačanjem.
M odel g ran ičn e  površi sa u n u tra šn jim  p rom en ljiv im a
Prethodna dva modela su jednostavna za primenu i dinamičkoj analizi ramova. Oba mo­
dela daju dosta povoljne rezultate za slučaj gde se ostvaruje samo jedan ciklus opterecenja. 
Međutim, ako se ostvaruje vise ciklusa opterecenja, rezultati analize sa ovakvim modelima 
dovode do dosta netačnih rezultata. Uzrok tome je nezadovoljavajuće usvojeno rešenje 
za ponašanje veze kada se ne ostvaruju kompletni ciklusi petlje M-6.  U zavisnosti kada 
je došlo do promene znaka opterecenja dobijaju se različiti rezultati, sto ne odgovara 
realnom ponasanju čeličnih veza. Na Siici 2.9 prikazana je ta  razlika u pretpostavljenom 
ponašanju veze kada je ponovno opterećenje u nastalo u delu krive B C  ili krive AB.
Da bi se prevazišao taj nedostatak Dafalias i Popov [18] defmisali su novi model. Relacija 
М - в  usvojena je u inkrementalnoj formi:
A M  = kt A9  ,
gde je kt tangentna krutost veze, koja se može izraziti preko inicijalne krutosti k0 i plastiline 
tangentne krutosti ktp:
k0 ktp 
k0 +  ktp
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Slika 2.10: Model granične površi sa unutrašnjim promenljivima
Plastična tangentna krutost izražava se pomoću dve promenljive б i ko je su uslovljene
pojavom plastifikacije veze:
, _  ! б
ktp — k-b h - ,
din ~  à
gde je h parametar ojačanja, кь nagib asimptotske granice, (5 rastojanje od trenutne 
vrednosti momenta do odgovarajuće asimptotske prave i inicijalna vrednost paramétra 
б za svaki ciklus optereéenja (Slika 2.10).
2.3 E k scen tričn o st čeličnih  veza
i
Kao sto su sve celione veze vise ili manje fleksibilne, tako su one takođe vise ili manje 
ekscentrične. Najčešće se ekscentricitet veze zanemaruje, međutim u nekim slučajevima 
to nema opravdanja. To je slučaj kada su veze ostvarene preko čvornog lima, tako da 
odnos ekscentriciteta i dužine linijskog dementa nije mali. Obično se veze sa čvornim 
limom ostvaruju kod rešetastih nosača, a kod ramovskog sistema nosača pojavljuju se 
u spegovima i ukrućenjima. Kod rešetkastih nosača odnos ekscetriciteta i dužine štapa 
može iznositi i do 20%, dok je kod ramovskin sistema on značajno manji i iznosi oko 5%.
Karakteristike preseka linijskog elementa na delu ekscentriciteta u vezi nema iste karak- 
teristike kao na ostalom delu element, već su one značajno vece, pa se taj deo može u 
proračunu tertirati kao potpuno krut (Slika 2.11).
Na osnovu analiza sprovedenih u Poglavlju 4 i Poglavlju 5 i rezultata dobijenih u ilus- 
trativnim primerima, može se reći da se uticaj ekscentričnosti naročito u dinamičkim 
proračunima ne može ignorisati.
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Slika 2.11: Ekscentricitet linijskih elemenata a) kod ramova b) kod rešetkastih nosača 
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P o g lav lje  3
S ta tičk a  analiza ram a sa p o lu k ru tim  
ekscen tričn im  vezam a
3.1 U vod
Numeričko modeliranje efekta fleksibilnosti čvornih veza grede može se uvesti u diskretnu 
analizu okvira na različite načine. Po jednom pristupu, to se ostvaruje pomoću posebnog 
veznog polukrutog dementa [1] (Slika 3.1). Takav element za modeliranje polukrute 
veze služi da reprezentuje značajne promene ugla između linijskih elemenata, naročito 
između grede i stuba. Svaki element se sastoji od dva čvora, a on je definisan razlikom 
obrtanja u tim čvorovima u kojima su usvojene globalne čvorne nepoznate rotacije. Treba 
napomenuti da su to dva fiktivna čvora, posto im se koordinate poklapaju. Ovakva 
formulacija modela polukrute veze je jednostavna, ali se koriste suvišni čvorovi, kao i 
dodatne prorxlenljive.
Greda sa polukrutim vezama može se predstaviti i pomoću hibridnog elementa [2]. Doda- 
vanjem rotadone opruge na oba kraja grede formira se takav složeni element (Slika 3.2). 
Eliminisanjem unutrašnjih stepeni slobode opruge i modifikovanjem matrice krutosti ele­
menta defmiše se konačni element za analizu ramova sa polukrutim vezama.
Veoma efikasan pristup je pristup preko korektivnih matrica, kojima se modifikuje konven- 
cionalna m atrica krutosti elementa sa krutim vezama [3]. Elementi korektivnih matrica 
su obično funkcije bezdimenzionalnih parametara koji određuju krutost veze, fixity factor
[4] ili rigidity index [5].
Zbog svoje jednostavnosti nekada se najviše primenjivala linearna polukruta veza, a danas 
se sve češće koristi i nelinearna relacija kojom se opisuje ponašanje polukrutu vezu. Kako 
su ramovski sistemi sa polukrutim vezama fleksibilniji, potrebno je u analizama razm atrati 
i geometrijsku nelinearnost problema.







Slika 3.2: Hibridni element za gredu sa polukrutim vezama
U ovom poglavlju razmatraju efekti fleksibilnosti i ekscentričnosti veza na statičko po- 
našanje i stabilnost ravnih okvira primenom Metode konačnih elemenata. Razvijen je 
model za nelinearnu numeričku analizu koji simultano uključuje nelinearno ponašanje 
veza i geometrijsku nelinearnost strukture. Izvedena je matrica krutosti konačnog grednog 
elementa i vektor ekvivalentnih čvornih sila prizmatičnog elementa sa fleksibilnim ekscen- 
tričnim vezama na osnovu varijacionog pristupa. Za osnovne paramétré numeričke analize 
usvojena su pomeranja i obrtanja čvorova, dok su pomeranja i obrtanja krajeva eleme­
nata eliminisana kondenzacijom sistema. Na taj način, broj stepeni slobode ostaje isti 
kao i kod sistema sa krutim vezama u konvencionalnoj analizi ramova sa krutim vezama. 
pa se izbegava povećanje broja elemenata odnosno stepeni slobode u diskretnoj analizi. 
Dobijena matrica krutosti elementa je opšteg karaktera, a poznate matrice predstavljaju 
specijalan slučaj izvedene matrice krutosti.
3.2 D vod im enzionaln i konačni g red n i e lem ent
Gredni konačni element sa polukrutim i ekscentričnim vezama sa usvojenim parametrima 
pomeranja prikazan je na Siici 3.3. Fleksibilnost krajeva grede modelirana je pomoću 
rotacionih opruga na njenim krajevima, a ekscentricnost veze predstavljena je kratkim 
beskonačno krutim elementima dužine e\ i e2. U formulaciji elementa polazi se od pa- 
rametara pomeranja na krajevima dementa, koji se kasnije izražavaju preko parametara 
pomeranja u čvorovima sistema. Formulacija elementa izvedena je tako da se jasno mogu 
razdvojiti uticaji usled polukrute veze i uticaji usled ekscentrične veze. Prvo je razmatrana 
linearna polukruta veza, a zatim nelinearna koja je mnogo bliža realnom ponašanju veza 
u čeličnim ramovima.
3.2.1 U tic a j p o lu k ru tih  veza 
P o lu k ru ta  lin earn a  veza
Vektor nepoznatih parametara pomeranja na krajevima elementa je (Slika 3.3):
Ü =  I  V\ ( fl  v 2 (p2 } ,
a vektor nepoznatih parametara pomeranja u čvorovima sistema:
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Slika 3.3: Gredni element sa polukrutim ekscentričnim vezama
u  =  { vi ipi v2 <p2 } •
Veza između vertikalnog pomeranja ose linijskog elementa i param etara pomeranja čvorova 
na krajevima elementa može se prikazati preko interpolacionih funkcija Ni(x):
v(x) =  N(x) u
Щ х ) = [ N ^ x )  N 2{x) N3{x ) N4(x) 
pri сети  se za funkcije Ni(x) usvajaju H ermite- ovi polinomi prve vrste:
rp 2 sy.3
Ni{x)  ~  1 “  3“  +  2~-
~ 2  3
N 2{x) = x - 2 ^  + ^
~2  3





T 4" ^  '
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Kako su osnovne nepoznate proracuna parametri pomeranja u čvorovima sistema, po- 
trebno je obrtanje krajeva elementa izraziti preko obrtanja čvorova sistema. Obrtanje 
čvora je jednako zbiru obrtanja kraja elementa f i  i dodatnog obrtanja Q{ kraja elementa, 
nastalog kao posledica polukrute veze (Slika 3.4):
tpi = (pi + 9i i =  1,2 . (3.3)
Jednačina (3.1) sada se može napisati u obliku:
v(x) — N  (ж) u =  N (ж)
' Vl Vl
f l — N(x) f l  -  Ol
v 2 v 2
. f l  . f 2 — 0 2 _
N(x) (ü -  в) , (3.4)
gde su uvedeni u razmatranje vektori u  i 0\
Ü = Ü + 0  =  j 'ü i  f l  V2 f 2 I
Q = { 0 0г 0 e2 } .
Polukruta veza je modelirana elastičnom linearnom oprugom, čija je rotaciona krutost fc». 
Izmedu momenata na krajevima elementa i dodatnog obrtanja može se uspostaviti veza:
9 , - Џ  i = 1.2 , (3.5)
Ki j
pa je vektor в\
в  = { 0 M i / h  0 М 2/к 2 } .
Momente na krajevima grede M i i M 2 treba izraziti u funkciji vektora ù. Iz veze sila i 
pomeranja na krajevima elementa:
R  =  к ü.
' Ti - '  12 61 -12  61 ' ' Vi
Ml E I 61 Al2 -61 212 f i
f 2 l3 -12  -61 12 -61 v2
M 2 61 212 -61 Al2 . f i
dobijaju se vrednosti momenata na krajevima elementa:
'  Mi ‘ E I '  6 Al - 6 21 ' E I '  6 Al - 6 21 '
.  ^ 2  _ l 2 6 21 - 6 Al
u =
/ 2 6 21 - 6 Al
Vl
f i  -  9i
v2
f 2  — 02
Ako se primeni relacija (3.5) siedi:
' Mi ' E I ' 6 Al - 6  21 ‘ E I ■ 6 Al - 6 21 '
_ M2 P 6 21 - 6  4/
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2 g i  1  +  Ag2 .  M i  _ l2 6  21 - 6  Al
u
odnosno:
' Mi ' E l 1 + Ag2 —2 g 2 ' 6 Al -6 21 '
. Мз . ~ A l 2 ~ 2 g i l  +  Agi _ 6 21 -6 Al
u
gde je:
A  = l + 4 g! + i  g2 + 12 gi g2 .
Tada su rešenja za momente na krajevima elementa:
‘ Mi ' E l 6(1 +  2S2) 4i(l +  3 g2) —6(1 +  2g2) 21
_ M2 _ ~ A l 2 6(1 -f 2gi) 21 —6(1 -f 2gi) 4/(1 +  Zgi)
u
Vektor rotacija 9 sada se može napisati u obliku:
9 =
0 " ViMi
k\ =  G Ai
0 v2
11 . A2
=  G ü  ,
gde je uvedena korektivna matrica G za elemente sa polukrutim vezama:
(3.6)
(3.7)
0 0 0 0 ' 0 '
1 jidi  +  2pi^2) 4(^1 +  3(?ig2) ~ j (g i  + 2<7i <72) 2<?i Si
Д 0 0 0 0 0
. f (#2 +  2^1^) 2g2 ~j{d2 +  2pi£?2) 4{g2 +  3^1^2) _ . s2 _
S obzirom da je određen vektor rotacija 9 , on se moše eliminisati iz jednačine (3.4), a zatim 
definisati i vertikalno pomeranje proizvoljne tačke ose elementa u funkciji parametara 
pomeranja krajeva elementa:
v(x) = N(x) u  =  N(x) (u — 9) — N(x) (й — Gu) 
v{x) = N(x) (I — G) ü  .
Kako je za slučaj polukrutih centričnih veza:
(3.8)
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Vi =  Vi
V2 = V2 ,
vektor ü  je identičan vektoru u siedi da je vektor interpolacionih funkcija za gredu sa 
polukrutim vezama N:
N(x) =  N O ) (I -  G) . (3.9)
Matrica I je jedinična matrica, a matrica G je matrica koja određuje polukrutu vezu 
dementa. Ako je veza ideaino kruta, veličine gì postaju nule, a matrica G nula matrica. 
Razvijeni izrazi za interpolacione funkcije za gredu sa polukrutim vezama su:
Ni =  l - 6
No
#3 =  6
# 4 =
1 - 4
gì +  2pi 52 x 
A  l
gì +  3<7i 52
- 3  1 - 2 2 5 l  +  52 +  651 52 \  X2
A p + 2 ( 1 ~ 3
5i +  92 +  45152 \  X
A l3
A
X -  2 1 - 451 +  52 +  1 2 5 i  52 \  X 2
5i +  25i 92 X 
A  l
+  3 1 - 2
A
251 +  52 +  65152 \  x~
l




X -  1 - 4
A
5i +  g2 +  З51 52 \  X 
A
p - 2 4 - 3 g ì  +  52 +  4 5 1 52 \  x^ 
A )  l3
+ 1 - 2 5i +  252 +  651 52 N X
A l2 '
(3.10)
Fizičko značenje izvedenih izraza za interpolacione funkcije (3.10) osta je nepromenjeno, 
samo sto je sada ree о štapu sa polukrutim vezama na krajevima, pa su izrazi komliko- 
vaniji. U graničnom slučaju kada je 51 =  52 =  co, odnosno kada su veze dementa potpuno 
krute, tada se prethodni izrazi redukuju na poznate izraze (3.2).
N e lin e a rn a  p o lu k ru ta  veza
Kao sto je u prethodnom poglavlju istaknuto, na osnovu mnogobrojnih eksperimentalnih 
rezultata može se zakljuciti da je polukruta veza nelinearna skoro u celom opsegu za sve 
tipove veza. Od svih predloženih i razvijenih modela, usvojen je' triparametarski model 
za primenu u daljim razmatranjima i analizama.
Izbor ovog modela je zasnovan na njegovim dobrim osobinama, ko je su naročito značajne 
u nelinearnim analizama:




Egzistencija inverzne relacije rotacija-moment: 
Mв
Jb0 1 M Vм,
(3.12)
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• Za definisanje veze potreban je veoma mali broj parametara, koji imaju jasno fizičko 
značenje: M u granimi moment nosivosti, k0 početna krutost veze, p parametar 
oblika veze.
• Potvrđeno je dobro poklapanje modela sa eksperimentalnim rezultatìma.
Krutost opruge kojom je modelirana polukruta veza može se definisati nagibom tangente 
na krivu { M S )  za neku vrednost rotacije в ili momenta M. Krutost opruge opada 
sa povećanjem opterećenja, odnosno momenta, za sve tipove polukrutih veza. Da bi 
se pojednostavila numerička analiza, krutost opruge može se aproksimirati sekantnom 
krutošću, ako je razmatrani interval A9 dovoljno mali:
к = A M  
A  9
(3.14)
U torn slučaju, nelinearni problem se linearizuje, krutost opruge na određenim intervalima 
ima konstantnu vrednost, pa je problem sveden na gredu sa polukrutom linearnom vezom, 
za koju su već izvedeni svi potrebni izrazi.
3.2.2 U tic a j  ek scen tričn ih  veza
Ekscentricitet čvorne veze je modeliran kratkim ideaino fleksiono krutim elementima ko- 
načne dužine ei i e2 (Slika 3.3). Za male rotacije, veza između vertikalnih pomeranja 
kraja grede i vertikalnih pomeranja čvora veze može se napisati u obliku:
vi = v1 + e\ (pi
Vi — Vi — e2 џ>2 ,
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ili matrično:
u =  (I +  E) u  , 
gde je:
' 0 ei 0 0
E = 0 0 0 0
0 0 0 -62
0 0 0 0
(3.15)
korektivna matrica ko ja-,-definite krutu centričnu vezu, a odgovarajuće interpolacione 
funkcije su:
v(x) =  N(x) й =  N(x) (I +  E) u
N (x) =  N (x) (I +  E) . (3.16)
3.2.3 U tic a j p o lu k ru tih  i ek scen tričn ih  veza
Uticaj polukrutih i ekscentričnih veza može se jednostavno odrediti primenom pretho- 
dno izvedenih relacija. Polazeći od jednačina (3.4) i (3.15) deformaciona linija grede sa 
polukrutim i ekscentričnim vezama se može izraziti u obliku:
v{x) = N(x) (I -  G) й =  N (z) (I -  G) (I +  E) u
v{x) = N (z) ( I - G  +  E -  G E )u  =  N (x )u  ,
gde je N (z) vektor odgovarajućih interpolacionih funkcija za gredu sa polukrutim i eks- 
centričnim vezama:
N (z) =  N ( z ) ( I - G  +  E - G E )  =  (I +  G 1)u  . (3.17)
Uvedena je nova korektivna matrica G x za demente sa polukrutim ekscentričnim vezama:
i
Gx =  ( - G  +  E - G E )  . (3.18)
Matrica G u prethodnom izrazu obuhvata samo uticaje polukrute veze, matrica E obuh- 
vata samo uticaje ekscentrične veze, a proizvod matrica G E spregnute uticaje polukrute 
i ekscentricne veze. Posle množenja i sabiranja odgovarajućih matrica, matrica Gx ima 
oblik:
■ 0 e x A 0 0
1 T  21 Г  22 T  23 Г 24
Д 0 0 0 — е г А
.  r 41 T  42 ^43 T  44
gde su dementi r^:
g
Г21 =  —T23 =  — yQ?l +  2^xP?)
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r 22 — -  ^4 +  6 y -  12 ^l +  y )  дгд2
Г2Л = - ( 2  + 6 y )  дг -  12~-д1д2
6 ,Г41 = —Г43 - — j ( g 2 + 2 g i g 2 )
Г42 =  -  (^2 +  б у ^ ј  p2 -  1 2 y £ l p 2
Г44 =  — ^ 4  +  б у ^ ј  д2 — 12  +  у ^ ј  g ig 2 •
3,2 .4  M a tr ic a  k ru to s ti  g rede
T eorija  p rvog  re d a
Matrica krutosti štapa sa fleksibilnim ekscentričnim vezama izvešće se se preko ukupne 
energije deformacije:
и = \ eiјГ У (* ) )2љ + 1 ( м г + м 1 ) ,
/
gde je prvi član potencijalna energija elastične deformacije grede, a drugi clan potencijalna 
energija rotacionih opruga u polukrutim vezama grede. Prethodna jednačina izražena u 
matričnom obliku glasi:
1 T
U = 2 u
E I  / [N(z)T]" [N(2;)}" dx u + - 0 T S 0
2
(3.19)
gde je matrica S:
0 0 0
1---0
0 An 0 0
0 0 0 0
0 0 0 k2 _
Kako se uglovi 0* mogu izraziti preko parametara pomeranja u čvorovima sistema pomoću 
veze (3.7):
Q \  =  S i  Ü  =  r i  и
d2 — S2 U — Г2 UL ,
gde su r : i г2 vektori druge i četvrte vrste matrice G:














u + V G r S G u ,
Là
E l  /  [N(x)T]"[N(a;)]"da;
J О
ili kad se preuredi:
E l  [ l [N(:r)T]" [N(2)]" dx +  GT S G
J  О
odakle siedi da je matrica krutosti određena jednačinom:
1 T
U = -2*T u . (3.21)
к = E I  I (N")T N" dx + G 7 S G . (3.22)
Prethodno je jednačinom (3.17) određen vektor interpolacionih funkcija za gredu sa 
polukrutim i ekscentričnim vezama N, pa se jednačina (3.22) može razviti:
к  =  [ l[ N " ( l + G 1)}T N " ( l + G l)dx  + G TS G  ,
J о
odnosno:
k =  (I +  Gj (N")T N" dx (I +  G 1) +  G r S G  .
Ako se uvede oznaka za matricu krutosti grede sa krutim centričnim vezama k^ ,:
к 0 = E I  / V T N "dx  ,
J o
može se matrica krutosti grede sa ekscentričnim polukrutim vezama napisati u obliku: 
k =  (I +  G i f k o  (I +  G i) +  G TS G
к =  k0 +  G fk 0 +  koGj -)- G jkoG i +  G^S G . (3.23)
Poslednjom jednačinom ilustruje se smisao uvođenja korekti\me matrice Gi. Na osnovu 
poznate matrice krutosti standardnog grednog elementa k0 i korektivne matrice G b ko ja 
obuhvata efekte polukrutih i ekscentričnih veza elementa, jednostavno, primenjujući samo 
matrično množenje i sabiranje dobija se matrica krutosti modifikovanog grednog elementa.
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Odnosno za sluča j ekscentričnih i krutih veza matrica krutosti je: 











simetr. Iгз Ï- 12егг2
T eorija  d ru g o g  red a
Matrica krutosti štapa po teoriji drugog reda može da se određi direktno, na osnovu 
geometrijsko-statičkog značenja njenih elemenata i rešenja diferencijalne jednačine štapa 
po teoriji drugog reda [9, 10]. Posto je usvojenom pretpostavkom, problem aksijalnog 
naprezanja nézavisan od savijanja. to se određivanje matrice aksijalne i transverzalne 
krutosti može razmatrati odvojeno. Matrica aksijalne krutosti je ista kao u linearnoj 
teoriji, pošto je diferencijalna jednačina problema ista kao u linearnoj teoriji.
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(3.24)
gde su 0i, i — 1 , . . . ,  4 korektivne funkcije kojima se množe člariovi matrice krutosti 
elementa po teoriji prvog reda. Funkcije su trigonometrijske ili hiperboličke u zavisnosti 
da li je aksijalna sila u elementu S  sila zatezanja ili sila pritiska. Za slučaj aksijalno 
neoptereóenog elementa (S  =  0), sve funkcije ф{ postaju jedinica, tako da se ova matrica 
svodi na matricu kao u linearnoj analizi. Analitički izrazi za korektivne fukcije date su u 
Tabeli 3.1.
Da bi se izbegle numeričke teškoće u slucaju kada je aksijalna sila u elementu jednaka ili 
bliska nuli, kada izrazi za članove matrice krutosti postaju neodređeni, koristi se alterna- 
tivan oblik matrice krutosti štapa preko eksponencijalnih redova. Pored toga, u matričnoj 
analizi konstrukcija na bazi analitičkog rešenja diferencijalne jednačine teorije drugog reda 
pojavljuju se tri razlicita oblika matrice krutosti štapa, zavisno od toga da li je štap pritis- 
nut, zategnut ili je u štapu aksijalna sila jednaka nuli. Analiza se se značajno uniformise i 
pojednostavljuje primenom matrice krutosti štapa u alternativnom obliku, jer je matrica 
ista za bilo koji slučaj aksijalnog naprezanja štapa. Formalno elementi matrice krutosti 
ostaju isti, samo se menju izrazi za funkcije фр
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Tabela 3.1: Funkcije ф u zavisnosti od aksijalne sile
Funkcija pritisnu t štap zategnut štap S  =  0
01
tu'5 sin tu 
12 A p
tu3 sh tu
12 A z 1
02
(u2 (1 —cos tu) co'2 (eh tu—1)
16 A p 6 A z
03
tu (sin tu—tu cos tu) tu (tu ch tu—sh tu)
14 A z
04
tu (tu—sin tu) LJ (sh tu—tu)
1
2 A p 2 A z
A p =  2 (1 — cos tu) — tU sin tu 
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3 + S ( 2 n  +  3)!(± " ) .
04 =  —
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gde je:
0 =  — +  У
1 „ Чn=l
2(n +  l) 
(2n +  4)!
( ± У )
U prethodnim izrazima znak plus važi za aksijalnu silu zatezanja, znak minus za aksijalnu 
silu pritiska. Za efikasan numerički proračun neophodno je znati potreban broj članova 
reda koji mora da se uzme pri aproksimaciji funkcija ф{ da bi se dobila zahtevana tačnost 
rešenja. Тако na primer za traženu tačnost da je relativna greška A =  IO-0, potrebno 
je pri izračunavanju funkcija uzeti osam članova reda. U specijalnom slučaju kada se 
razmatra red samo sa dva ciana, dobija se oblik matrice krutosti koji se obično predstavlja 
kao zbir dve matrice, klasične fleksione matrice krutosti i takozvane geometrijske matrice 
krutosti štapa.
к = k0 + kg ,
gde je:
3 1 -3 6 3 1







Kad je poznata matrica krutosti, onda je jednostavno uspostaviti vezu između pomeranja 
i sila na krajevima elementa:
Г Ti 12 01 6/02 —12 01 6/02 ' Vi
Mi E I '  4Z2 03 -6 /0 2  2 /2 04 Vi
f 2 l3 12 01 —6/02 V2
M 2 simetr. 4 /20з . Vi
Relacije između sila i pomeranja na krajevima elementa su nelinearne, posto funkcije 0* 
zavise od aksijalne sile, ko ja je takode funkcija pomeranja i obrtanja krajeva elementa, 
odnosno čvorova sistema. Momenti na krajevima uz vođenje računa о jednačini (3.3) 
mogu da se prikažu u sledeći način:
' Mi ' E I 6 02 4/03 —6 02 2 /0 4
M 2 ~  l2 6 02 2 /0 4 —6 02 4 / 03
Vi
Vi -  Gì
V2
Vi — 02
odnosno ako se eliminišu relativne rotacije na osnovu (3.5):
' Mi ' E I 1 +  4^203 —2^204 6 02 4/03 —6 02 2/ 04
. M2 . ~ A/2 -2^104 1 +  4pi03 6 02 2 /0 4 —6 02 4/03
gde je: /
A =  (1 +  4^1 0з)(1 +  4^2 0з) — 4^1 £/2 04 •
Vektor в  se sada može izraziti u obliku:
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gde je matrica G 2 korektivna matrica za element sa polukrutim vezama po teoriji drugog 
reda:
0 0 0 0  '
521 522 S 23 524
0 0 0 0
5 4 1 5 42 5  43 544  .
Formalno ona ima isti oblik kao i korektivna matrica u teoriji prvog reda G, samo se 
razlikuju izrazi za članove:
6
s2i =  —s23 =  у [gì +  2 gì g2 (2 03 — 04).] 02
522 — 4 [gì 03 +  gì 52(403 — 04)] 
524 — 2 gì 04
43
S41 — —S43 — y [<?2 +  2 gì g2 (2 03 -  04)] 02
542 — 2 g 2 04
-S44 — 4 [52 03 +  g\ 52(4 03 — 0-)] .
Efekti ekscentricnosti veze elementa mogu se uzeti u razmatranje na isti način kao po 
teoriji prvog reda, pa se dobija još jedna korektivna matrica:
■ 0 e iA 0 0
1 r  21 r  22 Д>3 Г24
д 0 0 0 — в2Д
. Г41 Г42 Г43 Г44
gde su elementi г^:
g
г 21 = — г 2 з = — j  [pi + 2 g ì  g 2 (203 — 04)]02 
Г22 =  — -r-[g\ +  2 c?i g 2 (2 03 -  04)]02 -  4 [510з +  5i 52(4 03 -  ^4)] 
[51 +  2 gi 52(2 03 — 04) ] 02 — 2 9\ 04
l
6б9
Г  24 l
6 ,
Г41 — —Г43 — — у [52 +  2 P! g2 (203 — 04)1 02 
6ei




'[52 +  2 pi g2(2 03 — 04)] 02 — 4[p2 03 +  5i 52(4 03 04)] •
Određivanjem korektivnih matrica efikasno se može izračunati matrica krutosti: 
к =  k0 4- G^k„ +  koG3 4- G^koG3 +  G^S Gj , (3.25)
gde matrica G j ima analogno značenje kao i matrica G u teoriji prvog reda (3.20).
3.2.5 V ek to r ekv ivalen tnog  čvornog  o p te re ć e n ja
Vektor ekvivalentnog čvornog opterećenja usled raspodeljenog poprečnog opterećenja p{x) 
duž ose štapa sa polukrutim čvornim vezama, može se odrediti na poznati način:
Q =  f  p(x)N r (x) dx =  (I +  G) f  p{x) dx .
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шSlika 3.6: Sekantna krutost veze
3.3 In k re m e n ta ln o —ite ra tiv n i p o s tu p a k
Osnovne nepoznate velieine su pomeranja i obrtanja evorova sistema u, koja se određuju 
iz jednačine:
gde je К  matrica krutosti sistema, a F vektor čvornih sila. Matrica krutosti sistema
natu, tj. za svaki stepen slobode. Kako je krutost elementa sa polukrutim nelinearnim 
vezama zavisna od nepoznatih obrtanja, problem je nelinearan. Pri tome treba naglasiti 
da se nelinearnost u jednačinama pojavljuje samo kod onih nepoznatih obrtanja evorova 
gde je vezan element sa takvom polukrutom nelinearnom vezom. Za rešavanje jednačine 
(3.26) pogodno je primeniti inkrementalno-iterativni postupak pomoću koga se ona linea- 
rizuje.
Da bi se formirala matrica krutosti sistema potrebno je za svaki nivo opterećenja odre- 
diti odgovarajuću krutost k(ß) svake polukrute nelinearne veze. Optereéenje se deli na 
određen broj inkremenata i usvaja se pretpostavka da je krutost opruge konstantna u 
okviru jednog inkrementa opterećenja. Opravdanost uvedene pretpostavke je uslovljena 
veličinom inkrementa opterećenja, što je inkrement opterećenja manji to je pretpostavka 
realnija. Krutost opruge se određuje kao odgovarajuća sekantna krutost (Slika 3.6):
Na početku inkrementa nije poznata krutost veze za ta j inkrement, pa je potrebno itera- 
tivnim postupkom do nje doći (Slika 3.7):
К  u  =  F  , / (3.26)
određuje se kao zbir doprinosa krutosti svih pojednih linijskih elemenata za svaku nepoz-
Ä M
, {j) A M «  M P  -  М ы  
м и )  -  в ы
(3.27)
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gde su Mi-i  i Oi-1 moment i odgovarajući ugao na kraju inkrementa i - 1, a i в\^ 
vrednosti u j-to j iteraciji i-tog inkrementa.
Za početnu krutost Г-tog inkrementa, u prvoj iteraciji, usvaja se sekantna krutost pret- 
hodnog inkrementa a zatim se određuje odgovarajuća matrica krutosti dem enta 
prema izrazima kao za element sa polukrutom elastičnom vezom. Na osnovu pomeranja 
dobijenih tešavanjem jednačina sistema, a za promenjenu krutost sistema određuje se 
moment М[:\  Primenom veze (3.11) može odrediti <9; , pa su sračunate sve potrebne 
velieine za definisanje krutosti opruge prema jednačini (3.27).
Konačna krutost opruge u okviru inkrementa određena je kada je postignuta zahte- 
vana tačnost, definisana ргеко relativne razlike čvornih pomeranja sistema za dve uza- 
stopne iteraeije. Algoritam proračuna koji se odnosi na inkrementalno-iterativni postupak 
prikazan je na Siici 3.8.
3.4 P r im e r i
Na osnovu prethodnih teoretskih razmatranja, pomoću razvijenog računarskog programa 
SASF, sprovedena je numerička analiza rama različite spratnosti. Za ilustraciju prikazani 
su rezultati za dva jednostavna slučaja, jednospratni i dvospratni ram (Slika 3.9). U oba 
slučaja pored idealnih čvornih veza razmatrana su i dva tipa polukrutih veza greda-stub 
i to: veza sa dva priključna ugaonika na rebru (tip DWA) i veza sa četiri ugaonika (tip 
TSDWA). Za odredivanje parametara triparametarskih krivih ko je odgovaraju usvojenim 
vezama, korišćena je baza podataka standardizovanih tipova veza koju su formirali Chen 
i Kishi [13]. Oblik dobijenih krivih prikazan je na Siici 3.10.
Ramovi su opterećeni značajnim vertikalnim P i malim horizontalnim optereéenjem nP, 
gde je n=0.005, kako bi se utvrdio uticaj efekata teorije drugog reda na rezultate proračuna 
za različite krutosti veza.
Karakteristični razultati proracuna prikazani su u Tabelama 3.2 i 3.3. Izabrana su hori- 
zontalna pomeranja na vrhu i momenti uklještenja, koji odgovaraju idealnim i polukrutim
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Slika 3.8: Algoritam inkrementalno-iterativnog postupka
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kruta 25.79 36.38 36.42 2.524 3.377 3.376 1.530
TSDWA 1 28.70 42.34 42.39 2.639 3.665 3.663 1395
n 28.77 42.59 42.65 2.642 3.678 3.675 1383
DWA 1 30.95 47.41 47.49 2.728 3.910 3.908 1289
n 34.25 61.16 61.36 2.863 4.575 4.575 1289
zglobna 75.73 868.69 936.21 4.503 43.591 46.629 489
























kruta 23.35 25.45 25.45 1.171 1.248 1.248 1115
TSDWA 1 27.85 31.10 31.10 1.239 1.335 1.335 921
n 27.91 31.18 31.18 1.240 1.336 1.336 984
DWA 1 31.51 35.78 35.78 1.292 1.405 1.405 806
n 35.06 41.03 41.04 1.344 1.485 1.485 802
zglobna 176.61 945.63 947.39 3.001 12.457 12.474 122
vezama dobijenim prema teoriji prvog i teoriji drugog reda, kao i kritična sila za bifurka- 
cionu stabilnost.
Analizirajući rezultate proračuna uočava se evidentna razlika između rezultata dobijenih 
za okvire sa idealnim vezama i okvire za fleksibilnim vezama tipa DWA i TSDWA, kao i 
razlika rezultata dobijenih po teoriji prvog i teoriji drugog reda, ko ja raste sa porastom 
intenziteta optereóenja. Osim toga može se reći da se rezultati dobijeni po različitim 
vidovima teorije drugog reda malo razlikuju. Primenjena je teorija drugog reda u po- 
jednostavljenom obliku sa geometrijskom matricom krutosti elementa i u strožijem preko 
matrice krutosti sa eksponencijalnim članovima (alternativni oblik). Razlike u rezulta- 
tima su očekivano male jer aksijalno opterećenje elemenata je malo u odnosu na kritičnu 
silu.
Na Siici 3.11 prikazana je promena horizontalnog pomeranja čvora 3, a na Siici 3.12 
momenata uklještenja u čvoru 1, u zavisnosti of fleksibilnosti veze. Pomeranja i momenti
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Slika 3.9: Dimenzije i karaktenstike jednospratnog i dvospratnog rama
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K o e fic ije n t k ru tosti v e ze  y
Slika 3.11: Uticaj fìeksibilnosti veze na pomeranje vrha rama
Slika 3.12: Uticaj fìeksibilnosti veze na moment uklještenja rama
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a) b)
Slika 3.13: Razlike u rezultatima po teoriji prvog i drugog reda u funkciji krutosti veze
su normirani u odnosu na vrednosti ko je odgovaraju ramu sa zglobnim vezama. Fleksi- 
bilnost veze je izražena preko bezdimenzionalne velieine koefieijenta krutosti veze (fixity 
factor) [4, 17]:
l
l 3 E l /к  ’
koji ima vrednost 1.0 za apsolutno krutu veze i vrednost 0.0 za ideaino zglobnu vezu.
Može se videti da krive horizontalnog pomeranja i momenata uklještenja imaju sličan 
karakter, one opadaju sa porastom krutosti veze, i to prema linearnoj teoriji nezavisno 
od opterećenja, a prema teoriji drugog reda sve vise za porastom opterećenja.
Na Siici 3.13 prikazane su procentualne razlike pomeranja, odnosno momenta uklještenja 
po teoriji prvog i drugog reda za dva intenziteta opterecenja (P=100kN  i P=400 kN).  
Ove razlike su pri većem naprezanju znatne (za DWA A u =  30.86% i А м — 26.67%, a 
za krute veze Au =  25.86% i Ад  ^ =  22.30%), tako da se о njima mora voditi računa kod 
proračuna uticaja i dimenzionisanja elemenata rama. I
Na Siici 3.14 je prikazana promena vrednosti kritične sile za ramove različite spratnosti 
u zavisnosti od krutosti veza. Kritična sila je normalizovana u odnosu kritičnu silu pri 
krutim vezama. Kriticna sila raste sa povećanjem krutosti skoro po linearnoj zavisnosti. 
Sasvim je očigledno da okviri sa polukrutim vezama mogu podneti znatno vece opterećenje 
pre izvijanja od okvira sa zglobnim vezama, ali i znatno manje od okvira sa krutim vezama.
Ekscentričnost veze je razmatrana na desetospratnom ramu, kod koga je usvojeno da su 
stubovi od profila IPB600, a grede od profila IPB700 (Slika 3.15). Ram je opterećen 
sa dva tipa opterecenja, vertikalno raspodeljeno i horizontalno koncentrisano, kako bi se 
utvrdio uticaj ekscentriciteta veze na rezultate proračuna. Ekscentricitet na gredi eg i 
ekscentricitet na stubu es je variran za vrednosti 3.75% i 7.5% u odnosu na dužinu lin- 
jskog dementa, a zatim su rezultati upoređeni sa ramom za koji je pretpostavljeno da 
ima centrične veze (eg = es = 0). Rezultati analize prikazani su u Tabelama 3.4 i 3.5. 
Za slučaj vertikalnog opterecenja poređeni su rezultati momenata savijanja (momenata
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Slika 3.15: Ram sa ekscentričnim vezama za dva tipa opterećenja
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Tabela 3.4: Uticaj ekscentriciteta veze -  vertikalno opterećenje
es =  0.05 m 
eg — 0.0 m
e5 =  0.15 m 
eg =  0.30 m
_ es = 0.30m 
eg =  0.35 m
es = 0.30 m 
eg = 0.60m
M 0 A x [%] Mo Ax [%] M 0 Ax [%] Mo Ax [%]
greda M p A2 [%] M v A2 [%] M v a 2 [%] M p a 2 [%]
21 46.1 0.0 38.7 19.1 38.6 19.4 32.0 44.1
33.9 0.0 29.8 13.8 28.0 21.1 25.8 31.4
24 47.4 0.0 40.1 18.2 39.9 18.8 33.5 41.5
32.6 0.0 28.3 15.2 26.7 22.1 24.3 34.2
27 47.5 0.0 40.2 18.2 40.1 18.5 33.7 40.9
32.5 0.0 28.2 15.2 26.5 22.6 24.1 34.9
30 40.3 0.0 32.8 22.9 33.2 21.4 26.1 54.1
39.7 0.0 35.6 11.5 33.4 18.9 31.7 25.2
Tabela 3.5: Uticaj ekscentriciteta veze -  horizontalno opterećenje
/
es =  0.00 m 
eg = 0.00 m
es =  0.15 m  
eg = 0.30 m
es — 0.30 m 
eg =  0.35 m
es =  0.30m 
eq =  0.60 m
C/21 [x l0~ 2m] 1.846 1.567 1.463 1.323
Af%] 0.0 17.8 26.2 39.5
Mx [kNm] 138.5 134.5 136.1 130.7
Af%i 0.0 3.0 1.8 6.0
na krajevima greda M 0 i momenata u polju Mp) na reprezentativnim gredama označenim 
brojevima 21, 24, 27 i 30. Razlike u rezultatima izražene su procentualno preko veličina 
Ai i Ao, i iznose prosečno око 20% za manji i око 40% za veci ekscentricitet. Pri hori- 
zontalnom opterećenju razlike pomeranja vrha rama su u opsegu od 18% do 39%, dok su 
razlike momenata uklještenja bitno manje.
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P o g lav lje  4
D inam ička analiza ram a sa p o lu k ru tim , 
ekscen tričn im  i viskoznim  vezam a
4.1 U vod
U ođnosu na proračun u statičkoj analizi konstrukcija dinamički proračun je ne samo 
obimniji, već i znatno komplikovaniji. Razlog za to je veci broj potrebnih parametara 
i inženjerski mnogo neizvesnija procena ulaznih velieina. Teškoće u određivanju ulaznih 
velieina je posledica specifičnosti ponašanja i materijala i konstrukcije pri cikličnom di- 
namičkom opterećenju. Takođe, eksperimenti koji se odnose na ponašanje konstrukcije 
pri dinamičkom opterećenju su složeniji i zahtevniji, pa je zato i njihov broj mnogo manji 
u odnosu na statička ispitivanja.
Kod ramovskpg konstruktivnog sistema, pri seizmičkom opterećenju, odgovor sistema je 
najviše uslovljen ponašanjem čvorova, odnosno veza greda-stub. U čvorovima se ostvaruje 
nelinearna deformaci ja i velika disipacija seizmičke energije. Iz tog razloga za kvalitetnu 
seizmičku analizu potrebno je adekvatno modelirati ove konstrukcijske elemente, sa neli- 
nearnim konstitutivnim relacijama za čvorne veze i pojavom prigušenja u njima. Kako su 
celióni ramovski sistemi po pravilu fleksibilne konstrukcije, usled dejstva seizmičkih sila, 
dolazi do velikih horizontalnih pomeranja, pa su efekti teori je drugog reda veoma bitni. 
Zato u seizmičkom proračunu, pored materijalno nelinearne treba primeniti i geometrijski 
nelinearnu analizu. Navedeni zahtevi za analizu su veoma ozbiljni, pa je proračun veoma 
komplikovan. Međutim, zahvaljujući efikasnim algoritmima i računarskim programma, 
čak i ovakav proračun može biti primenljiv u praktičnim proračunima. Primer takvog 
proračuna objašnjen je u ovom poglavlju.
Za rešenje problema usvojen je proračun zasnovan na Metodi konačnih elemenata (MKE). 
U skladu sa usvo jenim postupkom, potrebno je definisati određivanje osnovnih dinamičkih 
karakteristika sistema, odnosno treba odrediti matricu masa, matricu krutosti i matricu 
prigušenja razmatranog sistema. Određivanje matrice krutosti za gredni element sa eks- 
centričnim i nelinearnim polukrutim vezama defmisano je u okviru prethodnog poglavlja 
u kojem je razmatran sistem pri dejstvu statičkog opterećenja po teoriji prvog i teoriji 
drugog reda. U ovom poglavlju izvedena je matrica masa konačnog linijskog elementa 
sa polukrutim vezama i matrica prigušenja za pretpostavijeno viskozno prigušenje u vezi 
greda-stub. Posto je uveden novi parametar u proračun, koeficijent viskoznog prigušenja, 
izvršena je njegova procena u odnosu na relativno prigušenje, koje predstavlja inženjerski 
uobičajeni način kvantifikacije prigušenja. Efekat teori je drugog reda razmatran je u 
strožijem obliku, u kojem je uzeta u obzir promena aksijalnih sila u elementima usled 
horizontalnog opterećenja.
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4.2 O scilacije neprigušenog  s is tem a
4.2 .1  M a tr ic a  m ase
Da bi se proračun sistema sa raspodeljenim masama pojednostavio, saglasno principu 
Metode konačnih elemenata, raspodeljeno inercijalno opterećenje se zamenjuje ekviva- 
lentnim inercijalnim opterećenjem u čvorovima nosača. U tom smislu posto je dva prilaza, 
zamena raspodeljenih masa direktno koncentrisanim masama i zamena raspodeljenih masa 
ekvivalentnim masama. I u prvom i u drugom prilazu, broj jednačina kretanja linijskog 
nosača u ravni je isti, ali u slučaju direktno koncentrisanih masa koeficijenti uz nepoznate 
imaju znatno jednostavniji oblik, što značajno skraćuje i pojednostavljuje proračun, pa 
se zato ovakve aproksimacije cesto koriste u praktičnim proračunima.
Prvi postupak se sastoji u koncentrisanju masa elemenata u čvorovima nosaéa. Tako na 
primer, kod elementa konstantnog poprečnog preseka njegova ukupna masa se deli na dve 
jednake mase koncentrisane u njegovim krajevima. Drugi prilaz se sastoji u određivanju 
inercijalnog opterećenja duž elementa u toku kretanja nosaéa, i zatim zameni ovog iner- 
cijalnog opterećenja ekvivalentnim čvornim opterećenjem. Da bi se odredilo inercijalno 
optereéenje kao proizvod mase i ubrzanja, potrebno je poznavati pomeranja tačaka eie- 
menta v(x). Tačan proračun ovih pomeranja zahteva rešavanje parcijalnih diferencijalnih 
jednačina kretanja. Ovaj problem se može izbeći ako se pretpostavi da je deformisani ob­
lik ose elementa pri dinamičkom optereéenju isti kao i pri statičkom opterećenju za date 
granične uslove po pomeranjima, u slučaju kad nema dejstva dinamičkog opterećenja duž 
ose elementa.
Na osnovu prethodnog, inercijalno optereéenje pi duž elementa može se napisati u obliku:
gde je p masa po jedinici zapremine, a A  površina poprečnog preseka grede. Popreéno 
pomeranje proizvoljne tačke v(x) u funkciji vektora pomeranja krajeva elementa u. uobi- 
čajeno se u MKE izražava se pomoéu vektora interpolacionih funkcija N(rc):
v (x ) =  N(x)u .
Na osnovu stava о uzajamnosti radova rad ekvivalentnog inercijalnog čvornog optereéenja 
q/  na pomeranjima u, jednak je radu inercijalnog optereéenja pj na pomeranjima v(x)\
q ju  =  pi v(x) dV ,
pa je prema (4.1):
q j  u =  pi N (x) dV u =  — J pv{x)  N(x) dV u .
Kako važi v(x) =  N(x) ü siedi da je:
Vektor ekvivalentnog inercijalnog évornog optereéenja s druge strane može se izraziti i 
preko mase i ubrzanja:
(4.1)
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q/ =  —m u ? (4.2)
pa siedi da je odgovarajuća matrica masa:
m  — J ^ p  N TN dV  . (4.3)
Matrica masa definisana prethodnim izrazom naziva se i konzistentna matrica masa, ako 
se koriste iste interpolacione funkcije kao i za defmisanje polja pomeranja u elementi!.
M a tr ic a  m ase  grede sa k ru tim  vezam a
Ako se za interpolacione funkcije obostrano uklještene grede konstantnog poprečnog pre- 
seka usvoje interpolacione funkcije koje odgovaraju defmiciji grednog elementa u statičkoj 
analizi:
' i - e  о
0 1 -  3£2 +  2£3
N r _  o / ( e -  ъ е + е )
£ 0
0 3£2 -  2£3
. o i ( - e + e )
/
na osnovu izvedenog izraza (4.3), matrica masa pravog obostrano uklještenog elementa 
konstantnog poprečnog preseka je:
Г 140 0 0 70 0 0 1
0 156 22/ 0 54 -13/
pAl 0 221 4/2 0 13/ —3 z2
420 70 0 0 140 0 0
0 54 13/ 0 156 -22 /
0 -13/ - 3 /2 0 -22 / 4Z2
 ^ / ’
M a tr ic a  m ase grede sa p o lu k ru tim  vezam a
Na isti način kako je određena konzistentna matrica za gredu sa krutim vezama, može 
se odrediti i konzistentna matrica masa za gredu sa polukrutim vezama, pri čemu treba 
primeniti modifikovane interpolacione funkcije Nu izvedene u Poglavlju 3, izraz (3.?):
m =  J ^ p N TN d V  . (4.5)
Nakon integracije, dobijena matrica masa se može rastaviti kao zbir dve matrice:
m  =  m 0 +  m  ,
gde je m 0 konzistentna matrica masa grede sa krutim vezama, a m  matrica koja modifi- 
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4.2 .2  Je d n a č in e  k re ta n ja
Za svaki element г može se uspostaviti veza između sila na krajevima elementa i pomeranja 
krajeva elementa oblika:
R ; =  кц гц -  qji .
Na osnovu ranije izvedenog izraza za vektor ekvivalentnog inercijalnog čvornog optereće- 
nja (4.2) siedi da je:
R,- =  к; U; 4- ггц гц . (4.7)
Pomoću matrice transformacije elementa Т ,- izraziće se vektor pomeranja i ubrzanja preko 
komponenata u globalnom koordinatnom sistemu:
U i =  T i U i odnosno Ü; =  T i U; ,
pa je sada vektor sila na krajevima elementa R,:
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Ri =  к* Ti Ui +  по,- T; Ui .
Ako se dobijena vrednost za vektor sila na krajevima elementa u lokalnom sistemu IT 
unese u jednačinu za transformaciju R* =  TfR,-, gde je R* vektor sila na krajevima 
elementa u globalnom koordinatnom sistemu, tada je:
R* =  T f  ki Ti Ui + T f  rrii Ti Üi .
Uvodeći oznake za matricu krutosti elementa k* i matricu masa elementa m* u globalnom 
koordinatnom sistemu:
k* =  T f  k; T,- - i m - = T f m iT i  , (4.9)
siedi:
(4.8)
R* =  k*Ui +  m *Üi .
Ako se primeni D’Alambert-ov princip i označi vektor sila na krajevima svih elemenata 
u globalnom koordinatnom sistemu sa R, jednačina ravnoteže čvorova za ceo sistem eie- 
menata glasi:
F + J = R  ,
gde je F  vektor dinamičkih sila u čvorovima, a J  vektor inercijalnih sila usled kretanja 
masa ko je su direktno skoncentrisane u čvorovima, i za koji se može napisati veza:
J  =  - M CÙ  .
Matrica M c data je submatricama m CJ duž glavne dijagonale oblika:
m cj --- rrij
1 0 0 
0 1 0 
0 0 r ,
gde je Гј poluprečnik inercije ekcentrično priključene mase rrij čvoru j. 
Sada se može napisati jednačina dinamičke ravnoteže za ceo sistem:
(M  +  M c) Ü +  K U  =  F
gde je:
K = y > *  matrica krutosti celog sistema
i
M  = m * matrica masa celog sistema
(4.10)
Ako se poslednja matricina jednačina preuredi tako da se prvo ispišu uslovi ravnoteže 
aktivnih i inercijalnih sila u pravcu nepoznatih, pa zatim poznatih pomeranja, dobija se 
jednačina oblika:
F n ' r MJ-VJ-nn M np 1 ‘ ü n i F K^n
K np ' U n ■
F p . MXVJ-pn M pp . ü p _ -Kpn Kpp . U P .
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Slobodne neprigušene oscilacije
U slučaju kada ne postoji spoljašnje opterećenje i kada se oslonci ne pomeraju i uklještenja 
ne obrću, tj. kada je:
F n =  Up =  Üp =  0 ,
jednačina (4.11) postaje jednačina slobodnih oscilacija nosača:
MnnÜ n +  K nnU n =  0 . (4.12)
Ova homogena diferencijalna jednačina ima rešenje:
U n =  U° sin (cut +  а) ,
gde je iü kružna frekvencija slobodnih neprigušenih oscilacija, a  faza, a U° vektor ampli- 
tuda nepoznatih pomeranja. Smenom rešenja u diferencijalnu jednačinu (4.12) siedi:
(K nn -  cj2M nn) U° =  0 . , (4.13)
ko ja ima netrivijalno rešenje samo ako je determinanta sistema jednaka nuli:
|K nn -  w2M nn| =  0 .
Ovo je algebarska jednačina n-tog reda po ur i predstavlja frekventnu jednačinu. Reše- 
njem te jednačine dobijaju se svojstvene f r e k v e n c i j e .. .con nosača, a rešenjem 
jednačine:
( K nn -  ш2М )  =  0 , 
svojstveni vektori U^..
Prinudne neprigušene oscilacije
U slučaju kada se opterećenje čvorova F i pomeranja oslonaca Up menjaju po harmonij- 
skom zakonu:
F„ =  F° sin {ut + ip) i Up =  U" sin {ut +  <p) ,
gde je и kružna frekvencija prinudnih oscilacija, a faza. Pretpostavljajući rešenje u 
obliku:
U n =  U° sin {ut +  (p) , 
i pretpostavljajući da i reakcije imaju oblik:
Fp =  F° sin {ut + V?) ,
iz jednačine (4.11) dobija se matrična- jednačina oblika:
F° =  (K n„ -  u2M nn) U° +  (Knp -  u2M np) U ; , (4.14)
odakle se može resiti vektor amplituda nepoznatih pomeranja U°. Kada se on odredi, 
vektor amplituda reakcija F° dobija se iz jednačine:
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F° =  (К рт -  ^ М рт) и :  +  ( K „  -  v2M „ )  U» . (4.15)
Amplitude sila na krajevima i-tog elementa dobijaju se iz jednačine (4.8) kada se iskoristi 
i jednakost U ; =  —u2 U,-:
R; =  (ktTi  -  u2miTi)  Ui . (4.16)
U slučaju direktne koncentracije masa, s obzirom da nepostoji vektor ekvivalentnog iner- 
cijalnog čvornog opterećenja, veza između sila na krajevima elementa i pomeranja krajeva 
elementa je:
R, =  ki Ui .
Dalje izvođenje jednačina slobodnih i prinudnih vibracija nosača u svemu je identično 
izvođenju jednačina slobodnih. i prinudnih oscilacija nosača sa ekvivalentnim masama, 
izuzev što je u jednačini dinamičke ravnoteže (4.10) m atrica masa M  jednaka nuli, pa 
posto ji samo dijagonalna matrica masa M c.
Kondenzacija sistem a jednačina
U postupku direktno koncentrisanih masa može se desiti da su neki elementi dijagonalne 
matrice M c jednaki nuli. To su slučajevi kada je čvorna masa mi tako mala da se u odnosu 
na ostale mase u čvorovima može zanemariti. ili kada je u nekom čvoru poluprečnik inercije 
mase гг- jednäk nuli. Tada je matrica M nn singularna, pa nije moguće direktno rešavanje 
frekventne jednačine.
U takvim slučajevima matrice M nn, K nn i vektor U° treba premediti i prikazati u obliku 
submatrica i subvektora:
M nn
M n  0
о 0
к nn
K n K 12 
K 21 K 22 Un =
U i
Uo )
gde je U x vektor pomeranja sa komponentama u pravcima pomeranja za ko je posto je 
inercijalne sile, a vektor U 2 vektor pomeranja u pravcima pomeranja za ko je su inercijalne 
sile jednake nuli. Sada jednačina (4.13) može da se napiše u obliku dve matricine jednačine:
(К ц  — и 2М ц ) U i +  K 12U 2 =  0
K 21 U x +  K 22 U 2 =  0
Ako se iz druge jednačine izrazi vektor U 2 i eliminiše iz prve jednačine dobija se:
( К ц - К ^ К и - Л п ј и ^ О  .
Definisanjem kondenzovane matrice krutosti K c:
K„ =  K l, -  К и К й 'К ц  , 
prethodna jednačina dobija oblik:
(K c — (u2M 11) U x =  0 ,
pa je moguóe na isti način kao i ranije odrediti svojstvene vrednosti i svojstvene vektore.
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4.3 O scilacije p rigušenog  s is tem a
4.3.1 O blici p rig u šen ja
Kod oscilacija konstrukcija, kojima se ne dovodi energija, amplitude oscilacija se vre- 
menom smanjuju. Nekonzervativne sile ko je se prative kretanju i umanjuju mehaničku 
energiju, nazivaju se sdama prigusenja, a pojava umanjenja energije sistema naziva se 
disipacijom energije ili prigušenje.
Pri oscilacijama sistema mehanička energija konstrukcije (kinetička i potencijalna) pos- 
tepeno smanjuje i pretvara u druge oblike energije, prvenstveno u termičku. Disipacija 
energije najčešće se ostvaruje istovremeno različitim mehanizmima. U eksperimentalnim 
uslovima to su obično termički efekti usled unutrašnjeg trenja nastalog pri ponovlje- 
nim naprezanjima i deformacijama materijala. U konstrukcijama trenje se pojavljuje 
u čeličnim vezama, u otvaranju u i zatvaranju mikroprslina, u trenju konstrukcije i 
nekostruktivnih elemenata. Uzimanje prigusenja u proračun je veoma bitno sa aspekta 
disipacije energije, koju je nephodno razmatrati prìlikom seizmičkog proračuna.
Dok su masa i krutost svojstvene karakteristike sistema, prigušenje ne može da se tako 
kvalifikuje. Sile prigusenja mogu da zavise od sistema koji vibrira, kao i od elemenata 
van njega. Formulisanje izraza za sile prigušenja predstavlja komplikovan problem koji 
još uvek zahteva intezivno istraživanje. Uvođenje svih oblika prigusenja u razmatranje, 
u ovom trenutku nije pogodno iz prvenstveno dva glavna razloga. Prvo, svi fenomeni 
disipacije energije nisu u potpunosti razjašnjeni, a drago proracun bi postao neopravdano 
matematički komplikovan za praktične analize građevinskih konstrukcija, pa se zbog toga 
prigušenje u konstrukcijama pretpostavlja u pojednostavjenom obliku.
Razlikuju se nekoliko osnovnih tipova prigusenja.
V iskozno spo ljašn je  p rigušen je  javlja se kod oscilacija konstrukcija u fluidima (otpori 
vode i vazduha). Kod građevinskih objekata ovo prigušenje je zanemarljivo u odnosu 
na druge tipove prigusenja.
V iskozno u n u tra šn je  prigušen je  je posledica viskoznosti materijala. Zavisi od relati- 
vne brzine oscilacija i frekvencije oscilacija. Taj tip prigusenja obično preovlađuje 
kod oscilacija u elastičnom području, i jednostavno ga je matematički modelirati, 
pa se iz tog razloga se najčešće upotrebljava u standardnim proračunima. Model 
viskoznog prigusenja se cesto primenjuje za modeliranje drugih vrsta prigusenja uz 
upotrebu ekvivalentnih koeficijenata prigusenja.
T ren je  predstavlja poseban vid disipacije energije. Ono je nezavisno od intenziteta brzine 
i od velieine pomeranja. U nekim slučajevima može imati značajne vrednosti, kao 
sto su: trenje u čvorovima i osloncima sistema, trenje na spojevima konstruktivnih 
elemenata, trenje površina о površinu. Najčešće se u inženjerskim proračunima 
usvaja pretpostavka viskoznog prigusenja ili se određuju odgovarajući ekvivalentni 
koeficijenti viskoznog prigusenja i za druge dominantne oblike dipacije. Međutim u 
slučajevima kada u sistemima postoje posebno konstruisani elementi za disipaciju 
energije trenjem, standardna pretpostavka viskoznog opterećenja nije opravdana, 
već je potrebno posebno razmotriti disipaciju energije trenjem.
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K o n s tru k tiv n o  p rigušen je  predstavlja otpor napregnutog elementa pri deformaciji. 
Pri numeričkoj integraciji jednačina kretanja, sile konstruktivnog prigušenja su u 
svakom koraku zasnovane na silama i deformacijskim veličinama iz prethodnog ko- 
гака. Opšti izraz za silu konstruktivnog prigušenja Sd može se izraziti relacijom
[7]:
Sd = ~ 5 i s i W\ ’
gde je:
|Sj . . .  intenzitet odgovarajuće generalisane sile,
V . . .  brzina promene odgovarajuće deformacijske veličine,
б . . .  koeficijent konstruktivnog prigušenja.
Ovakav obik prigušenja je nezavisan od perioda oscilovanja i ima konstantne odnose 
prigušenja za sve tonove oscilovanja sistema, ali je procena koeficijenta konstruk­
tivnog prigusenja nesigurna i komplikovana.
H iste rez isn o  p rigušen je  je bitan mehanizam disipacije energije kod oscilacija koje se 
odvijaju u neelastičnom području. Količina disipacione energije jednaka je površini 
petlje koju formira dijagram sila-pomeranje u toku svakog ciklusa opterećenje-ras- 
terećenje. Histerezisno prigušenje zavisi od velieine pomeranja, tako da se značajno 
povećava sa porastom maksimalnih neelastičnih pomeranja i sa porastom širine 
petlje. Sama pojava prigusenja i disipacije deluje povoljno na zaštitu zanjihale kon- 
strukcije od rušenja. Zato je neophodno obezbediti da histerezisne petlje ponašanja 
bitnih elemenata konstrukcije budu stabilne i ”pune” , bez suženja ’’uštinuća” kod 
koordinatnog pocetka, sto odgovarà velikom uticaju transverzalnih sila (Slika 4.1). 
Znatno manja povrsina histerezisne petlje sa ’’uštinućem” uslovljava i znatno manju 
apsorpciju energije, a time i vece pobude konstrukcije, koje imaju za posledicu nepo- 
voljno velike uticaje usled seizmičkih sila, sto cesto može dovesti do nedozvoljenog 
krtog loma elementa.
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Proračun ovog prigušenja bitno zavisi od usvojene nelinearne veze sila-pomeranje 
koja se bazira na eksperimentalnim rezultatima ispitivanja konstrukcije ili njenih 
konstruktivnih elemenata. Ti eksperimenti su obično izvedeni sa malim brzinama 
deformacije, pa obično ne mogu dati predstavu о uticaju promene brzine na his- 
terezisno prigušenje.
Kod realnih konstrukcija javljaju se kombinacije različitih tipova prigušenja. Kada su 
oscilacije u elastičnom području, tada je dominantno viskozno prigušenje, ali se javlja i 
histerezisno čiji učinak raste sa porastom pomeranja. Najveći broj građevinskih konstruk­
cija ponasa se nelinearno i kod manjih pomeranja, pa je to razlog što se uzima da i kod 
linearne analize viskozno prigušenje zavisi od nivoa naprezanja.
U slučaju većih pomeranja dolazi do naprezanja na granici tečenja, histerezisno prigušenje 
je najbitnije. Ipak, i kod vibracijama sa velikim pomeranjima postoji viskozno prigušenje 
pa se ono uzima u obzir pri proračunima. Obično se uzima da je veličina ovog prigušenja 
2% do 5% od kritičnog prigušenja, mada ovaj deo nema tako veliki uticaj na rezultate 
proračuna kao kod linearne analize.
Izbor koeficijenta prigušenja je sa jedne strane veoma nesiguran, a s druge strane ta j izbor 
bitno utiče na veličinu amplitude vibracija. Iz tog razloga je prigušenje je jedan od faktora 
koji doprinosi nesigurnosti podataka, a time i rezultata dinamičke analize.
U nekim proračunima prigušenje se zanemaruje pretpostavljajući da su vrednosti otpora 
prigusenja/male ili da nisu značajne za neki mali vremenski interval za koji se posmatra 
ponašanje sistema. Pored toga, kod prinudnih oscilacija, kada je frekveneija prinudnog 
opterećenja nije bliska rezonantnoj frekveneiji, uticaj prigušenja se takođe može zanema- 
riti. Međutim, ako se zahteva tačnija dinamička analiza potrebno je u jednačine kretanja 
uvesti i sile prigušenje. Priroda prigušenja je komplikovana, a najjednostavnije je pret- 
postaviti viskozan otpor, odnosno otpor proporcionalan brzini kretanja. Kako su za os- 
novne nepoznate proračuna usvojena pomeranja čvorova linijskog sistema, sile prigusenja 
su proporcionalne vektoru brzina čvorova U, jednačina dinamičke ravnoteže za prigušen 
sistem može se napisati u obliku:
M Ü  +  C Ù  +  K U  =  F , ' (4.17)
gde je C matrica prigusenja sistema.
Pretpostavljeno viskozno prigušenje je nekarakteristično prigušenje za građevinske kon­
strukcije. Da bi ovaj tip prigusenja mogao da se primeni u praktične svrhe, prilikom 
razmatranja sistema sa jednim stepenom slobode ili nekog pojedinog tona oscilovanja, 
uvodi se ekvivalent viskoznog prigusenja relativno prigusenje (:
C =  -  e = —  .и  2 m
Ovaj koeficijent služi da se rezultati dobijeni za slučaj viskoznog prigusenja mogu koristiti 
i za druge vrste otpora koji su prisutni u građevinskim konstrukcijama. Uobičajene vred­
nosti relativnog prigusenja u zavisnosti od tipa konstrukcije i nivoa naprezanja prikazane 
su u Tabeli 4.1.
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Tabela 4.1: Vrednosti relativnog prigusenja
nivo






cevovodi i mašinska oprema 0.01 -  0.02
zavarene konstrukcije, prethodno napregnuti 
beton i armirani beton (obostrano axmiran) 0.02 -  0.03
armirani beton sa dosta prslina 0.03 -  0.05
celione konstrukcije sa viljcima ili zakivcima, 






cevovodi i mašinska oprema 0.02 -  0.03
zavarene konstrukcije, 
prethodno napregnuti beton 0.05 -  0.07
delimitino prethodno napregnut beton, 
armirani beton
0.07-0.10 
0.07 -  0.10
celione konstrukcije sa viljcima ili zakivcima, 
drvene konstrukcije sa zvrtnjevima 0.10-0.15
drvene konstrukcije sa žljebovima 0.15 -  0.20
4.3 .2  K o n z is te n tn a  m a tr ic a  p rig u se n ja  g re d n o g  e lem en ta
Matrica prigusenja elementa c može se definisati na isti način i pomoću istih interpola- 
cionih funkcija kao i matrica masa, samo se umesto gustine p u podintegralnom izrazu 
pojavljuje koeficijent prigusenja c:
c =  c N TN  dV  . ‘ (4.18)
Struktura ove matrice ista je kao i konzistentne matrice masa, pa se ovako defmisana ma­
trica prigusenja elementa naziva konzistentna matrica prigusenja. Geometrijsko statičko 
značenje analogno je znacenju elementa matrice masa. Elemenat matrice prigusenja Qj 
predstavlja generalisanu silu koja odgovara pomeranju щ  usled jedinicne generalisane 
brzine koja odgovara pomeranju Uj, pri сети su sva ostala generalisana pomeranja, ge­
neralisane brzine i generalisana ubrzanja jednaka nuli.
Za razliku od matrice krutosti i matrice masa, ko je se и praktičnim proračunima određuju 
jednostavno i relativno dovoljno tačno, nalaženje matrice prigusenja predstavlja problem, 
posto ni je moguóe definisati opšti izraz prema коте bi se određivao koeficijent prigusenja 
za konstrukcije različitog oblika i od različitog materijala.
4.3 .3  P ro p o rc io n a ln o  p rig u šen je
Ako se и proračunu usvoji model viskoznog prigusenja, proporcionalnog masi i krutosti, 
matrica prigusenja sistema može se predstaviti и obliku:






a , ß , ß 0 ■■■
matrica masa, 
tangentna matrica krutosti, 
elastična matrica krutosti, 
parametri prigušenja.
U proračunima, karakteristična su uobičajena dva oblika ovog prigušenja:
C =  a  IVI +  ß0 К 0 i Ст =  а  М  +  ß  К т .
U prvom slučaju matrica prigušenja je konstantna tokom vremena, dok je u drugom 
slučaju promenljiva, jer se menja zajedno s promenom tangentne matrice krutosti. Ako 
se prihvati viskozni oblik prigušenja, prigušenje se obično opisuje pomoću parametara а  i 
ßa, jer bi uzimanje u obzir tangentne matrice krutosti dovelo do nerealnog pada prigušenja 
tokom vremena.
Procenu parametara prigušenja a  i ß  u domenu linearne dinamičke analize, moguće je 
odrediti primenom principa modalne analize. Jednačine kretanja u slučaju pretpostavlje- 
nog oblika prigušenja moguće je transformisati u nezavisne jednačine oblika:
M : Ÿj +  Cj Ÿ3 +  Kj Yj =  P0 j  = 1 ,2 ,.. .  n ,
gde je :
Cj =  a Mj  +  ß  Kj  , 
pri сети  su:
Mj  . . .  generalisana masa,
K j  . . .  generalisana krutost,
Yj . . .  normalna koordinata pri tonu j.
Ako se uvede relativno prigušenje Cj, pri svakom tonu prigušenje se može izraziti kao deo 
kritičnog prigušenja:
C j  =  2 Cj cuj M j  .




a T j  ß  ir 
— 1 + —  4тг Tj
(4.19)
Na Siici 4.2 prikazan je svaki od dva ciana u jednačini (4.19). Sa povećanjem perioda 
povećava se uticaj prigušenja proporcionalnog masi, za razliku od uticaja prigušenja pro- 
porcionalnog krutosti koji se smanjuje.
Razmatrajući prigušenje pri tonu i i tonu j , mogu se odrediti izrazi za paramétré prigušenja:
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prigušenje Ç
Slika 4.2: Efekat prigušenja proporcionalnog masi i krutosti
a = ј ж ( Т ^ ј - Ђ  с,-)гп 2  __ rp 2
1 ј
l T i T j p T i Q - T i Q )
тт T | -
gde su T{ i Tj periodi oscilovanja pri tonovima i i j.
Da bi se odredila vrednost traženih parametara prigušenja potrebno je usvojiti relativna 
prigušenja Ct i Ci- Ako je prigušenje proporcionalno samo matrici masa ili samo ma­
trici krutosti, za izračunavanje parametara prigušenja dovoljno je usvojiti samo relativno 





Prikazani postupak procene parametara prigušenja uobičajen je kod linearne analize.
4 .3 .4  N e p ro p o rc io n a ln o  p rig u šen je
Ako je matrica prigušenja proporcionalna matrici masa i matrici krutosti, ili proizvolj- 
noj linearnoj kombinaciji ove dve matrice, jednačine kretanja za neki linearan prigušen 
sistem, primenom normalnih kooordinata, mogu da se razdvoje. iTada jednačine vise 
ne predstavljaju simultan sistem od n  jednačina, već se dobija n  nezavisnih jednačina. 
Caughey i 0 ’Kelly [8] odredili su potreban i dovoljan uslov kada lineami prigušeni di- 
namički sistem ima klasične prirodne tonove. Uslov je ispunjen u slučaju kada matrica 
prigušenja zadovoljava komutativnost matričnog množenja:
С М -1К  =  К М “ 1С .
Tada se za sistem kaže da ima proporcionalno prigušenje (classical damping), a u pro- 
tivnom sistem ima neproporcionalno prigušenje (non-classical damping).
Nemogućnost razdvajanja jednačina stvorila je problème kod inženjerskih proračuna koji 
primenjuju popularnu modalnu analizu! U jednom periodu postojala je tendencija da 
se određenim transformacijama i kod neklasično prigušenih sistema omogući primena 
modalne analize [9, 10, 11]. Veletsos i Ventura [12] su pokazali kako se neklasično prigušen 
sistem sa n  stepeni slobode može izraziti kao linearna kombinacija pomeranja i brzina n  
sistema sa jednim stepenom slobode. Prikazani postupci su od značaja kod rešavanja
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linearnih problema, ali nemaju primenu kod pretpostavljenog nelinearnog odgovora kon- 
strukcije.
Različita matematička osnova rešavanja problema dinamičkog sistema sa klasičnim i 
neklasičnim priguserïjem je posledica različitog fizičkog ponašanja dinamičkog sistema. 
Kod sistema sa proporcionalnim prigušenjem, ako prigušene slobodne oscilacije započnu 
u jednom od prirodnih oblika neprigusenog sistema, one će se nastaviti sa nepromenjenom 
konfignracijom oblika, ali sa eksponencijalnim slabljenjem amplitude istog gradijenta u 
svim tačkama sistema. Zato su ove oscilacije po izgledu veoma slične sa oscilacijama 
neprigusenog sistema, izuzev sto se kretanje smanjuje po velieini amplitude dok se sis- 
tem ne zaustavi. Ukratko, sistem sa proporcionalnim linearnim viskoznim prigušenjem 
može da se prikaže da slobodno osciluje u skupu nevezanih oblika koji su slični po švo- 
joj konfiguraciji sa normalnim oblicima neprigusenog sistema i sa amplitudama ko je se 
smanjuju eksponencijalno sa vremenom i ravnomerno po sistemu. Ovi oblici se odlikuju 
određenim rasporedom stacionarnih čvornih tačaka ili linija. Suprotno tome, sistem sa 
neproporcionalnim linearnim viskoznim prigušenjem može takođe da se prikaže da slo­
bodno osiciluje u skupu nevezanih oblika u kojima tačke sistema vrše eksponencijalna 
prigušenja kretanja sa istom kružnom frekvencijom, ali sa različitim faznim uglovima. U 
ovim oblicima, čvorovi nisu stacionarni.
U slučaju neproporcionalnog prigušenja treba resiti kompleksan problem svojstvenih vred- 
nosti, jer se generalno pojavljuju kompleksne svojstvene vrednosti problema.
4.3.5 G en e ra lisan i k v a d ra tn i p ro b lem  sv o js tv en ih  v re d n o sti
Jednačina kretanja sistema sa viskoznim prigušenjem pri slobodnim oscilacijama defini- 
sana je jednačinom:
M Ü  +  C Ù  +  K U  =  0 . * (4.20)
Rešenje se može pretpostaviti u obliku:
U =  u eAi ,
pri čemu je Л kompleksan broj, a u kompleksan vektor. Zamenom pretpostavljenog rešenja 
u jednačinu (4.20) dobija se:
(A2M  + AC +  K) u = 0 .
Iz uslova za netrivijalno rešenje homogenog sistema jednačina siedi da je:
|A2 M  +  A С +  K| =  0 .
Prethodna jednačina je predstavlja frekventnu jednačinu generalisanog kvadratnog prob­
lema svojstvenih vrednosti. Dobijena frekventna jednačina je nepodesna za odredivanje 
kružnih frekvencija, pa je potrebno da se svede na drugačiju formu. Određenim trans- 
formacijama [13, 15] može se svesti prvo na formu generalisanog linearnog problema, a 
zatim transformisati u standardan linearan problem svojstvenih vrednosti.
Za sistem sa neproporcionalnim prigušenjem, svaka komponenta svojstvenog vektora se 
ne razlikuje samo po amplitudi, već i po fazi, pa su zato za odredivanje svake komponente
potrebno dva podatka. Odnosno, za određivanje svih komponenti nekog sistema sa n 
stepeni slobode u svakom obliku potrebno je ukupno 2n  jednačina. Zato se n  jednačinama 
kretanja mora dodati još n dopunskih jednačina, da bi problem bio defmisan.
Ako se primeni identitet:
M Ù - M Ù = 0 ,
a zatim na osnovu jednačine (4.20) proširi tako da je:
0 M  ' ' Ü  ' ' - M 0 ' ' ù  ' ' 0 '
M c _ ù  _
+
0 к и 0
Dobijena jednačina se cesto pominje kao ’’redukovan oblik jednačine (4.20) [13]. Uvođe- 
njem realnih i simetričnih matrica А, В reda 2n  i vektora V :
А = 0 M M c в  =
- M  0
о к
V  = Û
и v  =
ü  '
Ü ’
poslednja jednačina se svodi na:
A V  +  B V  =  0 .
Ako se uvede smena:
V  =  veXt ,
dobija se jednačina generalisanog linearnog problema:
(Л A +  В) V =  0 .
Pretpostavljajući da je matrica A regularna matrica, što je zadovoljeno ako je matrica K  
regularna, multpliciranjem prethodne jednačine matricom A -1 :
(Л A -1 A  +  A -1B) V =  0 A 1 =  A ~1B ,
dobija se lineami standardni problem svojstvenih vrednosti:
(AI +  A x)V =  0 ,
čija je frekventna jednačina:
|Ax +  AI] =  0 . (4.22)
Standarni lineami problem se jednostavno rešava poznatim numeričkim postupcima. Je- 
dini nedostatak ovih transfomacija je to što je red problema udvostručen. Koreni jednačine 
(4.22), odnosno svojstvene vrednosti generalne realne matrice Aj mogu biti realne iili kom- 
pleksne svojstvene vrednosti, kada se pojavljuju kopleksno konjugovanim parovima.[16]. 
Za slučaj realne vrednosti korena A odgovarajuće kretanje ima karakter eksponencijalnog 
prigušenja ili ekponencijalne divergencije, u zavisnosti da li je koren ima negativnu ili 
pozitivnu realnu vrednost (Slika 4.3). Za kompleksno konjugovane korene:
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Slika 4.3: Različiti oblici kretanja: a) aperiodično konvergentno, b) aperiodično diver- 
gentno. c) periodično konvergentno i d) periodično divergentno
Л =  џ + j  со Л =  џ — j  u> , 
odgovarajući svojstveni vektori imaju oblik: 
v =  P +  j q  V =  P -  j  q  ,
a karakteristično kretanje izraženo pomoću proizvoljnih konstanti a i b:
X =  (a +  jb)e^ +:,ul)t(p +  j  q) +  (a -  jb)e^~Juj)t(p -  j  q) , 
ili u redukovanom obliku:
X =  e^ (u i sin u t  +  u 2 coseni) , (4.23)
gde je:
Uj =  —2(òp +  aq ) u2 =  2 (ap  -  6q) .
Kretanje хг prikazano jednačinom (4.23) je oscilatorno harmonijsko kretanje sa kružnom 
frekvencijom u> čije amplitude se eksponencijalno prigušuju ili rastu u zavisnosti da li je 
realni deo imaginarne vrednosti negativan ili pozitivan.
Ostala kretanja imaju istu kružnu frekvenciju i prigusenje, ali nisu međusobno u fazi, s 
obzirom da vektori u x i u2 nisu međusobno proporcionalni.
4.3.6 M a tr ic a  p rig u šen ja  g rede sa p o lu k ru tim  v ezam a
Prethodno razmatranom modelu grednog elementa sa polukrutim i ekscentričnim veza­
ma u statučkoj analizi dodati su rotacioni viskozni prigušivači (dashpot) [17] u svakoj vezi 
grede da bi se modeliralo i prigusenje u vezi greda-stub (Slika 4.4). U vezi se pretpostavlja
70
Slika 4.4: Greda sa polukrutim, ekscentričnim i viskoznim vezama
viskozno prigušenje ko je je propor cionalno brzini promene ugla relativne rotacije Ò(t) =  
d6(t)/dt, a definisano koeficijentom prigusenja veze Ci(i = 1, 2)[20].
Ako je uvedeno prigušenje u vezi, tada je moment na kraju grednog elementa:
Mi(t) =  ki0i{t) +  Cièiit) i — 1,2
U slučaju periodičnog odgovora sa kružnom frekvencijom u>, prethodna relacija se može 
napisati u obliku:
M° — k* 0° * =  !, 2
gde gornji indeks о označava amplitude odgovarajućih velieina, a к* je kompleksna krutost 
u čvoru г, ko ja se može predstaviti:
k‘ = l M = k ' +j0JCi i  = ^  <ВД =  »? e*" .
Veza između amplituda sila na krajevima elementa:
R° =  { Tj5 M°  f 2° M2° } , 
i čvornih pomeranja:
=  { Щ <p\ v°2 ф°2 ] ,
može se napisati u obliku: 
R° =  k(û° — 0°) ,
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(4.24)
gde je 6° =  I 0 6° О в°2 |  vektor relativne rotacije, а к  standardna fleksiona matrica 
krutosti elementa. Nakon eliminacije vektora relativne rotacije u jednačini (4.24) dobija 
se:
R  (t) =  к*п° ejujt . (4.25)
Matrica к'* je kompleksna fleksiona matrica krutosti linijskog elementa, čiji su elementi:
и* _  >* _I* _  12E I  1 +  gl 4- gl
Mi — Мз — Мз —
k* — —k* - М2 — М3 — p  д
Z3 Д* 
6 £ / l 4 - 2 ^
, * _  , * 6£7 1 + 2 i^
M 4  -  "'34 — p д *
, * 6 M 1 4- 2pi
4«  =  _ i-------------Д*
ko2 — 
/с.







AE I  I 
l A*
l k\ 4~
i =  1,2 Д — 1 4- 4<?][ 4- 4^2 4- 12^1^2
Razvijajući elemente kompleksne fleksione matrice krutosti u Tejlorov red u odnosu na 
kružnu frekveneiju tu:
к* =  к +  jujc +  visi članovi reda ,
dobijaju se realne matrice к i c koje imaju fizičko značenje. Matrica к je fleksiona matrica 
krutosti grednog elementa sa polukrutim vezama. koja se može dobiti kada se kompleksna 
velieina g* zameni realnom veličinom pt- =  щ :  Matrica c je matrica prigušenja elementa, 
a njeni članovi su [22]:
'  0 0 0 0 0 0
0 C ll C12 0 Cl3 C14
0 C21 C22 0 C23 C24
0 0 0 0 0 0
0 C31 C32 0 C33 C23
0 C41 C42 0 C43 C44
S6EI h\ +  /12 R 4 Д2 ~b 4 pj /12 4- 4 Qi h\ +  4 g% h\
С ц  =  — C i 3  =  C 3 3  —  p  д о
(4.26)
Cl2 — ~  C23 —
12E I  2 h \  -fl /12 4~ 2 pi /12 4~ 10 P2 M 4~12 pö Д1 
I 5 Д 3
C14 — — C34
12E I  h\ 4- 2 /12 4" 10 pi /12 4- 12 g^ ho -(- 2 p2 M
" l 5 Д 3
C22
4£7/ 4 h\ +  fl-2 M 24 P2 M d- 36 gz h\ 
~ l  Д ^
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SE I  h\ -Ь /i2 d  3 gì /î-2 “h 3 ć?2 h\
l Д 2
C44 —
4:EI /ii -b 4 /12 ~b 24 (?i /12 4- 36 i/j /12
/ Д 2
gde je: Д =  1 +  4pi +  Ag2 +  12^1^2 •
4.4 P ro c e n a  koefic ijen ta  p rig u sen ja  u  vezi
Određivanje vrednosti koeficijenta prigusenja je uobičajeni problem kod dinamičkog pro- 
računa u kojem se uzima u obzir prigusenje. Definisanje stepena prigusenja preko koefi­
cijenta viskoznog prigusenja u vezi c, modeliranog pomoću rotacionog hidrauličkog klipa, 
u inženjerskom smislu nije pogodno. U praksi je uobičajeno prikazivanje prigusenja preko 
relativnog prigusenja Ç.
Očekivano relativno prigusenje za celione konstrukcije je do oko 10%, dok materijalno 
prigusenje kod čelika nije vece od 1%, što navodi na zaključak da se glavni deo prigusenja 
dešava u čvorovima nosača, odnosno da je apsorpcija i trošenje seizmičke energije najzna- 
čajnije u čvorovima nosača. Procenu relativnog prigusenja sistema je moguće odrediti na 
osnovu eksperimenata ili inženjerskog iskustva, ali raspodelu tog prigusenja po čvorovima 
je komplikovano i pretpostaviti. Zbog malog broja eksperimentalnih istraživanja na os­
novu kojih se može ustanoviti, koeficijent prigusenja u vezama je ostao veoma neizvesna 
velieina.
Na osnovu parametarske analize određena je relacija između vrednosti koeficijenta vis- 
koznosti prigusenja u vezi c i odgovarajuće vrednosti relativnog prigusenja C za celu kon- 
strukeiju. Kod neklasično prigusenih sistema sa vise stepeni slobode javlja se problem pri 
utvrđivanju ove relacije, jer je odgovor ovakvih sistema složen, pri сети ga nije moguće 
razložiti na vise nezavisnih odgovora predstavljenih и glavnim koordinatama. Određenim 
postupkom može se globalno proceniti prigušenje po tonovima oscilovanja. Ako se pret- 
postavi da je poznat dominantan ton u kojem će oscilovati sistem, onda se može proceniti 
i relativno prigusenje sistema.
Neka su Xj i Aj par konjugovanih kompleksnih svojstvenih vrednosti, dobijenih rešavanjem 
generalisanog kvadratnog svojstvenog problema karakterističnog za sistem sa viskoznim 
prigušenjem u vezama:
X j  =  — £ j  +  j  COdj 
X j  j  j
gde su £j i (jJdj realni pozitivni skalari. Moduli obe kompleksne svojstvene vrednosti su 
jednaki i iznose:
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Velieina оц. naziva se pseudo-kružna frekveneija j-tog tona, a odgovarajuće pseudo- 
relativno prigušenje tog tona je:
Preko ovako definisanih velieina mogu se dobiti relacije koje su slične relacijama koje vaie 
za sistem sa jednim stepenom slobode:
Aj  = — Q  uJdj + j  M d j
A j  0  U d j  j  ^ d j
u 3 = ü)d .y j l  -  ( j  .
Uvođenjem prigušenja u razmatranje, dinamički proračun postaje značajno složeniji. 
Sa inženjerske strane gledišta ovakav postupak proračuna nema opravdanja, jer kružne 
frekvencije i drugi rezultati dinamičkog proračuna procentualno relativno maio razlikuju 
za prigušen i neprigušen sistem. Međutim, odgovor sistema razmatran ргеко ampli- 
tuda uticaja se suštinski men ja. Takođe, sa aspekta modeliranja mehanizma disipacije 
seizmičke energije, uvođenje prigušenja u vezama pri seizmičkoj pobudi ima opravdanja. 
Dokazano je da se značajna apsorpeija energije ostvaruje u évorovima sistema, pa je zato 
potrebno razviti i primeniti dinamičku analizu i praktičan proracun kojima se ovaj tip 
prigušenja može uzeti u obzir. Na osnovu tih teoretskih razmatranja može izvršiti jed- 
nostavna niodifikaeija tehničkih rešenja čeličnih veza, koje bi mogle da ostvare zahtevani 
nivo disipacije energije.
4.5 In te g ra c ija  jed n ač in e  k re ta n ja
Za određivanje dinamičkog odgovora konstrukeije potrebno je resiti nehomogen sistem 
diferencijalnih jednačina kretanja. U radu je primenjen postupak direktne integraeije, 
u kome se vremenski dornen se deli na određen broj vremenskih poddomena, najčešće 
jednakih intervala At . U tim diskretnim trenucima vremena U zahteva se da rešenja 
zadovoljavaju jednačine kretanja.
U slučaju nelinearnog problema dinamičke analize, kada dinamičke karakteristike sistema 
nisu konstantne u okviru intervala vremena At , ako se usvoji pretpostavka da je prob­
lem linearan, dolazi do pojave neizbalansiranog optereéenja ARni (Slika 4.5). Velieina 
neizbalansiranog optereéenja je man ja ukoliko je manji inkrement sile, odnosno inkre- 
ment pomeranja, međutim, ako se ne izvrši korekeija dolazi do znatnih odstupanja. 
Nelinearnost problema uzima se u obzir izračunavanjem novih karakteristika sistema na 
početku svakog intervala vremena At, a pomeranje i brzina na kraju intervala uzimaju se 
kao početni uslovi za naredni interval.
U razmatranom u dinamičkom proračunu uzeti su u obzir uticaji geometrijske i materi- 
jalne nelinearne analize, pa je u svakom vremenskom intervalu primenjen je inkremental- 
no-iterativni postupak. Usvajanjem sekantne matrice krutosti u nelinearnom iterativnom 
proračunu iznuta je pojava neizbalansiranog optereéenja,
Za numeričku integraeiju jednačine kretanja pri razmatranju nelinearnih problema pogodno 
je jednačinu dinamičke ravnoteže definisati u inkrementalnom obliku.
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Slika 4.5: Neizbalansirano opterećenje
4.5 .1  In k re m e n ta ln a  je d n a č in a  d inam ičke  ra v n o te že
U bilo kom trenutku vremena dinamičke analize t, treba da je uspostavljena ravnoteža 
svih sila ko je deluju na sistem, pa se može napisati jednačina:
J ( i )  +  D(*) +  R ( i)  =  F (t)  , (4.27)
gde su:
J  (t) . . .  vektor inercijalnih sila,
D (t) . . .  vektor sila prigušenja,
R  (t) . . .  vektor restitucionih sila,
R (t) . . .  vektor spoljašnjih dinamičkih sila.
U narednom trenutku vremenske integracije t + A t  uslov dinamičke ravnoteže je:
J  (t -b At ) + D (t +  At ) 4- R ( t  +  At ) =  F  (t +  At  ) . (4.28)
I
Oduzimanjem jednačina (4.28) i (4.27) i uvođenjem oznaka:
A J (t) =  J  {t +  At ) — J  (t ) =  M  AÜ
AD (t) =  D (t +  At ) — D (t ) =  C (t) AÛ 
A R  (t) =  R  (t +  At ) -  R  (t) =  K  (t) AU 
A F (t) = F (t + A t )  — F (t) ,
gde oznaka A označava inkrement odgovarajuće velieine, dobija se inkrementalni oblik 
jednačine dinamičke ravnoteže:
M  A Ü  (t) +  C (t) AÙ (t) +  K (t) AU (t) =  A F (t) . (4.29)
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U ovoj jednačini osnovne nepoznate su konačni inkrementi pomeranja AU, brzine AÜ i 
ubrzanja AU, a ne pomeranje U, brzina U i ubrzanje U.
Najprihvatljiviji postupak za rešavanje jednačine dinamičke ravnoteže u inkrementalnom 
obliku su numerički postupci poznati kao integracija jednačina ’’korak po korak” . Umesto 
rešenja koje zadovoljava jednačinu za bilo koje t, traži se rešenje koje će jednačinu zado- 
voljavati samo u određenim diskretnim trenucima U koji su na medusobnom rastojanju 
A t  . Promena pomeranja, brzine i ubrzanja u okviru vremenskog intervala A t  unapred 
se propisuje. Na ovaj način se diferencijalne jednačine transformišu u algebarske.
Postoji veliki broj varijacija postupaka definisanih na ovom principu, ali nisu svi dovoljno 
opšti i prihvatljivi za integraciju jednačina kod proizvoljnih dinamičkih sistema. Pre 
primene nekog od tih postupaka potrebno je poznavati stabilnost i tačnost numeričkog 
postupka.
Pitanje stabilnosti i tačnosti postupka određeno je odnosom Ti /A t  , gde su T  periodi 
slobodnih oscilacija pojedinih tonova sistema, pri čemu treba imati u vidu da pri ne- 
linearnom odgovoru periodi oscilovanja nisu konstantne velieine, jer zavise od krutosti 
sistema ko ja je promenljiva velieina.
Dalja razmatranja ograničena su samo na primenjenom postupku numeričke integraeije, 
a to je varijanta Newmark-ovog postupka sa pretpostavkom konstantnog ubrzanja unutar 
svakog vremenskog intervala A t  . Dobra osobina ovog postupka je bezuslovna stabilnost, 
odnosno stabilnost rešenja je ostvarena bez obzira na izbor vremenskog intervala A t  i 
vrednosti perioda slobodnih oscilacija dinamičkog sistema.
Analizom odnosa T / A t  može se zaključiti о tačnosti postupka. Za svaki pojedini ton г 
odgovor sistema tačniji ukoliko je odnos Т / A t  veci. Za tonove kod kojih je odnos T / A t  
blizak jedinici ili manji od jedan, tačnost sračunatog odgovora je slaba, ali amplituda ima 
i dalje korektan red veličine, tj. rešenje je stabilno. Kako je najčešće značaj viših tonova 
manji u ukupnom odgovoru sistema, povoljnim izborom koraka A t  moguće je obuhvatiti 
nekoliko najnižih tonova, i dobiti resenje koje je prihvatljivo kako sa stanovišta tačnosti, 
tako i u pogledu utroška kompjuterskog vremena.
4.5 .2  N e w m a rk -o v  p o s tu p a k  k o n s ta n tn o g  u b rz a n ja
Na osnovu pretpostavke о konstantnom ubrzanju (Slika 4.6) u okviru vremenskog inter­
vala A t  , matrična diferencijalna jednačina može se transformisati u matričnu algebarsku 
jednačinu sa inkrementima pomeranja AU kao jedinim nepoznatim veličinama.
Za osrednjeno (konstantno) ubrzanje U za vreme intervala A t  važi:
Ü  =  i ( Ü i  +  Üj+i) ,
pa integracijom pretpostavljenog ubrzanja dobija se brzina:
rU+i ..
XJ = XJi+ U dt 
Ju
т-т т т  A t  TT A i  TTÙi+1 — Ùj H— — U i  H— — U i+1 .
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(Цi+I+
Slika 4.6: Newmark-ov postupak'konstantnog ubrzanja
Integracijom izraza za brzinu dobija se pomeranje:
U  =  U i+  / U  dt
J t i
• /\f; “ •• A jt  ^ ..
U m  =  U z +  Ać U ,+  —  Ui +  —  U i+1 .
Na osnovu prethodnih izraza dobijaju se izrazi za inkremente brzine i ubrzanja:
Д и  =  й ( + 1 г и  =  - 2 П + - ^ Д и  (4.30)
A Ü  =  Ü .+1- Ü .  =  - 2 Ü . - ~ Ü , +  д ј ^ Д и  . (4.
Izraze za inkremente brzine i ubrzanja iskoristiće se u inkrementalnoj jednačini dinamičke 
ravnoteže:
M  AÜ  +  С ДТЈ +  К  AU =  AF , 
pa siedi jednačina:
( д Ј ј М  +  + к )  ÄU =  AF +  b  Ü, +  —  Û i) M  +  2 Û, С  , (4.32)
odnosno:
K  AU =  A F ,
gde su:
K M - _ m + _ c + k
A f  =  A F + ^ 2 Ü j  +  ^ - Ü i j  M  +  2 Ù , C  .
Pretpostavljajući da su poznata brzina i ubrzanje u trenutku U, jedina nepoznata velieina 
je vektor inkremenata pomeranja AU. Kad se odredi vektor inkrementa pomeranja iz 
prethodne jednačina, jednostavno se dobijaju inkrementi brzine (4.30) i ubrzanja (4.31), 
pa su vrednosti pomeranja, brzine i ubrzanja na kraju intervala:
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u I+1 =  и г +  д и ,
Ùi+1 =  XJi 4- ДТЈг (4.33)
и 1+1 =  0 г +  Д 1Ј; .
Dobijene vrednosti predstavljaju početne vrednosti za naredni inkrement, pa se na taj 
način nastavlja dalja integracija.
Seizm ička pobuda
U slučaju kada na sistem ne deluje ni jedna čvorna dinamička sila F(t) (AF  =  0), a 
postoji seizmička pobuda, tj. dolazi do dinamičkog pomeranja oslonaca, inkrementalna 
jednačina dinamičke ravnoteže transformiše se u oblik:
M ДТЈа + C ДТЈ + к  д и  =  0 ,
gde je Д1Ја vektor inkrementa apsolutnog ubrzanja. Apsolutno ubrzanje jednako je zbiru 
relativnog ubrzanja U i zadanog ubrzanja tla U5 usled seizmičke ponude, pa je:
Д1Ја =  Д и  +  Д1Ј5 ,
a inkrementalna jednačina postaje:
M  ( ДХЈ +  A ÏJg) +  C Д1Ј +  K  AU =  О
МДХЈ +  С Д 1Ј +  К Д и  =  -М Д 1 Ј 5 . (4.34)
Prilikom izvođenja ove jednačine pretpostavijeno je da se svi oslonci pomeraju na isti 
način, tj. da su im pomeranja sinhrona i i sinfazna. U vektoru ubrzanja tla ДХЈ  ^ usvaja 
se da je samo translatorna komponenta u X  pravcu različita od nule, ì ona jednaka za sve 
mase sistema u jednom trenutku vremena t.
Kad se određuju sile na krajevima elementa primenjuje se jednačina (4.7), pri čemu treba 
imati u vidu da se unese apsolutna vrednost ubrzanja a ne relativna:
R  =  k u  +  m ü a =  k u  +  m (ü +  ü?) .
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P rim e r  4 .1
Na Siici 4.8 prikazan je uticaj prigušenja u vezama na odgovor sistema za jedan jed- 
nospratni ram pri dejstvu skokovitog naglog opterećenja, sa karakteristikama datim na 
siici. Usvojena je linearna polukruta veza sa koeficijentom krutosti veze 7 =  0.795, pa je 
period slobodnih neprigušenih oscilacija T  — 0.318 s. Proračun je sproveden za tri vred- 
nosti koeficijenta viskoznog prigušenja u vezi c =  0, 200, 800 k N m s /ra d .  Kako se razma- 
trani sistem može tretirati kao sistem sa jednim stepenom slobode, onda je jednostavno na 
osnovu logaritamskog dekrementa oscilacija procenjeno i relativno prigusenje ko je iznosi 
С =  0, 1.6%, 6.3%. Na osnovu razultata zaključuje se da se visoki nivo prigušenja odgo- 
vora konstrukcije može ostvariti povećanjem prigušenja u vezi.
P rim e r  4 .2
Na primeru jednospratnog jednobrodnog rama (Slika 4.9) razmatrana su prva tri tona 
oscilovanja. Najpre su određeni oblici oscilovanja prva tri tona za ram sa krutim vezama 
bez uticaja prigusenja (Slika 4.10). Za slučaj sistema sa konzistentnim i koncentrisanim 
masama izračunate su prve tri kružne frekvencije u zavisnosti od koeficijenta krutosti veze 
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Slika 4.9: Jednospratni jednobrodni ram a) sa konzistentnim masama b) sa koncentrisanim 
masama
Slika 4.10: Oblici oscilovanja prva tri tona sa koncentrisanim masama
Uočava se mala razlika u rezultatima kružnih frekvencija za dva pristupa d istribuée  
mase sistema. Zavisnost odnosa kružnih frekvencija za sistem sa fleksibilnim vezama cus 
i kružnih frekvencija sa krutim vezama u>r od koeficijenta krutosti veze 7 , prikazana je 
na Siici 4.11. Uticaj fleksibilnosti je najveći za kružnu frekvenciju ko ja odgovara prvom 
tonu. Pored toga, odnos kružnih frekvencija zavisi i od odnosa fleksione krutosti rigle i 
stuba, pa bi krive na grafiku bile strmije ako bi odnos h h / h  h  bio manji.
Za slučaj prigušenih slobodnih oscilacija i za dva izabrana koeficijenta krutosti veze 
71 =  0.5 i 72 =  0.8 odredena je zavisnost pseudo-relativnog prigušenja Q od koefici­
jenta viskoznog prigušenja u vezi c. Vrednost koeficijenta 72 =  0.5 odgovara ugaonoj 
vezi jednim ugaonikom (SWA -  Single Web Angle), dok koeficijent 72 =  0.8 odgovara 
vezi sa četiri ugaonika (TSDWA -  Top and Seat Double Web Angle). Na osnovu do- 
bijenih rezultata i nacrtanog grafika (Slika 4.12, 4.13), primećuje se da su za isti nivo 
relativnog prigušenja potrebne značajno različite vrednosti koeficijenta c u zavisnosti od 
fleksibilnosti veze. To je još očiglednije prikazano na Siici 4.14. Za vrednost koeficijenta 
viskoznog prigušenje с =  800 k N m s / r a d  za polukrutu vezu 7 =  0.8 ostvaruje se relativno 
prigušenje Ç = 1.2%, dok za vezu sa koeficijentom krutosti 7 =  0.5 relativo prigušenje je 
Č =  8.9%.
Za koeficijent krutosti veze 7  =  0.5 i dve vrednosti koeficijenta prigušenja c\ =  200 
i C2 =  700, rešen je svojstven problem i dobijena kompleksna svojstvena vrednost za 
prvi ton Ai =  —£\ +cudj. Na osnovu nje izračunata je odgovarajuća vrednost pseudo- 
frekvencije prvog tona i pseudo-relativno prigušenje (fi (Tabela 4.3). Zatim je za ram
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a) b)
Slika 4.11: a) Ram sa polukrutim vezama b) Zavisnost odnosa frekvencija od koeficijenta 
krutosti veze
Tabela 4.2: Primer 4.2 -  Vrednosti prve tri kružne frekvencije neprigušenog sistema
konzistentne mase koncentrisane mase
7i (Ul CÜ2 сиз CUi CU2 сиз
1.0 6.5901 20.9847 44.4209 6.5586 20.9807 43.2531
0.8 6.3042 20.4031 43.3652 6.2655 20.3959 42.1409
0.6 5.9494 19.6553 42.0776 5.9033 19.6458 40.8223
0.4 5.4956 18.6832 40.5316 - 5.4425 18.6728 39.2827
0.2 4.8889 17.4115 38.7156 4.8305 17.4030 37.5231
0.0 4.0160 15.7457 36.6413 3.9566 15.7428 35.5608
Slika 4.12: Pseudo-relativno prigušenje prva tri tona za koeficijent krutosti veze 7  =  0.5
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Slika 4.13: Pseudo-relativno prigušenje prva tri tona za koeficijent krutosti veze 7
Slika 4.14: Pseudo-relativno prigušenje za dve rad ia te  krutosti к
Tabela 4.3: Svojstvene vrednosti i pseudo-veličine
c Cl W i Ci
200 0.1629 5.7570 5.7593
0.0283




Slika 4.15: Horizontalno pomeranje čvora 3
pobuđen dinamičkim pomeranjima oslonaca datog ргеко ubrzanja tla u obliku Heaviside- 
ove funkcije i sprovedena numerička integracija da bi se odredio odgovor sistema. Na 
osnovu amplituda (Tabela 4.4) i logaritamskog dekrementa oscilacija određen je period 
oscilovanja Td i eksponencijalno opadanje amplituda e~£t.








-У 0jdl =  5.7276
4 eT d — c =  0.1623
—*• u dl — 5.9163
4 c Td -> e = 0.4952
Ovako izračunate vrednosti se veoma malo razlikuju od prethodno određenih svojstvenih 
vrednosti. U konkretnom slučaju razmatranog jednospratnog rama, prvi ton je dominan - 
tan u odgovoru sistema, pa je bilo moguće i iz ogovora horizontalnog pomeranja rigle 
rama odxediti relativno prigušenje sistema.
Prim er 4.3
Slična analiza ko ja je sprovedena u prethodnom primeru, izvršena je i za desetospratni 
ram prikazanog na Siici 4.16, da bi se procenio uticaj prigišenja u vezama kod realnijih
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Tabela 4.4: Ordinate pomeranja
c =  200 c =  700
г U Vi Vi U Vi Vi
1 0.55 0.06625 0.03165 0.54 0.06068 0.02588
2 1.64 0.06109 0.02649 1.59 0.05002 0.01542
3 2.76 0.05654 0.02194 2.64 0.04370 0.00910
4 3.83 0.05316 0.01856 3.70 0.03997 0.00537
5 4.92 0.05013 0.01553 4.75 0.03776 0.00316
Il‘S : H st — ìji — 0.03460
Tabela 4.5: Primer 4.3 -  Vrednosti prve tri kružne frekvencije neprigušenog sistema
7г <jjx Ldo LO3
1.0 6.5698 20.9174 38.6109
0.8 5.8688 18.6658 34.4864
0.6 5.1008 16.2915 30.3159
0.4 4.2228 13.6693 25.9410
0.2 3.1237 10.5012 21.0506
0.0 0.8558 5.2788 14.8331
dimenzija ramova. Oblici oscilovanja prva tri tona konstrukcije sa krutim vezama dati 
su na Siici 4.17, a vrednosti prve tri kružne- frekvencije date su u Tabeli 4.5. Uticaj 
krutosti veze na promenu frekvencija za prvih pet tonova analiziran je preko dijagrama 
prikazanog na Siici 4.18. U ovom primeru mnogo je značajniji uticaj fleksibilnosti nego 
u slučaju jednospratnog rama. Tako na primer, prva kružna frekvencija za krutost veze 
7 =  0.5 se razlikuje za 30% u odnosu na kružnu frekvenciju rama sa krutim vezama, dok 
je kod jednospratnog rama ova razlika iznosila 13%. Takođe uticaj prigušenja u vezama 
je izraženiji. Pri prvom tonu maksimalno pseudo-relativno prigušenje dostiže vrednosti i 
50% kada je krutost veza 7 =  0.5 (Slika 4.19), odnosno 35% kada je krutost veze 7 =  0.8 
(Slika 4.20). Ove vrednosti koeficijenta relativnog prigušenja ukazuju na moguću značajnu 
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Slika 4.17: Oblici oscilovanja prva tri tona
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Slika 4.18: Zavisnost odnosa frekvencija od koeficijenta krutosti veze
Slika 4.19: Pseudo-relativno prigušenje prva tri tona za koeficijent krutosti veze 7 =  0.5
Slika 4.20: Pseudo-relativno prigušenje prva tri tona za koeficijent krutosti veze 7  =  0.8
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4.6 P o lu k ru ta  veza p ri d inam ičkom  o p te rećen ju
Usled ograničenog broja eksperimentalnih istraživanja о ponašanju veze greda-stub pri 
cikličnom opterećenju i nedostatka pouzdanih eksperimentalnih podataka, nije jednos- 
tavno defmisati histerezinu petlju M -в  za proizvoljne slučajeve opterećenja i rasterećenja 
veze koji se mogu desiti pri seizmičkom dejstvu.
Da bi se pojednostavilo modeliranje dinamičkog ponašanja veze usvojena je pretpostavka 
da kriva M - 9 , karakteristična monotono statičko opterećenje (tri parametarski model), 
odgovara skeletnim krivama histerezisne petlje M-9. Pri rasterećenju pretpostavlja se 
da je krutost veze jednaka početnoj krutosti veze_ /с0. Navedene pretpostavke odgovaraju 
histerezisnom modelu sa nezavisnim ojačanjem (v. Poglavlje 2).
Kada se utvrdi inkrement momenta savijanja u vezi A M ,  dobijen iz uslova ravnoteže 
celog sistema za iteraciju nekog inkrementa opterećenja, potrebno je odrediti inkrement 
relativne rotacije Ав. Primenjujući linearizaciju nelinearne konstitutivne relacije М -в  





gde je kp sekantna rotaciona krutost veze na kraju prethodnog inkrementa opterećenja. 
Ukupna relativna rotacija, odnosno relativna rotacija na kraju razmatrane interacije jed­
naka je zbiru relativne rotacije na kraju prethodnog inkrementa opterećenja 9P i inkre­
menta rotacije A 9:
9c — 9p -f- A 9
Za tu vrednost rotacije potrebno je odrediti i odgovarajuću vrednost momenta savijanja 
M c na kraju iteracije. Prikazani postupak je primenljiv kako za opterećenje (Slika 4.22a), 
tako i za rasterećenje u vezi (Slika 4.22b), za bilo koji znak opterećenja. Izračunava 
se moment Mi pod pretpostavkom promene krutosti u skladu sa početnom krutošću k0
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Slika 4.22: Modeliran je histerezisnog ponasanja polukrute veze
i moment M2 pod pretpostavkom da se krutost menja prema fukciji tri prametarskog 
modela f ( 9 ):
M \  — Mp -j- k0 /\9  
M 2 = f{9) .
Na osnovn kriterijuma:
\M2\ < \M  -  1| -► Mc =
|M2| > \ M - l \  -> M c =
utvrđuje se vrednost moment M c. Kada se završi jedan ciklus opterećenja i rasterećenja, 
javlja se zaostala plastična deformacija 90, koja se može odrediti preko relacije (Slika 
4.22c):
Velieina zaostale plasticine deformaeije određuje translaciju histerezisne petlje n pravcu 9 
ose, pa izraz za moment M2 treba modifikovati:
M 2 = f{9  — 0o) .
Primer histerezisne petlje M -9  polukrute veze prema prethodno usvojenim pretpostav- 
kama о ponašanju pri cikličnom opterećenju, prizan je na Siici 4.22d.
P rim er 4.4
Za karakteristike rama kao u primeru 4.3, analizirano je ponašanje konstrukeije sa polukru- 
tim  nelinearnim viskoznim vezama pri dejstvu zemljotresa. Razmatrane su dve tipske 
polukrute veze: veza sa dva ugaonika na rebru -  DWA i veza sa četiri ugaonika -  TS- 
DWA. Parametri koji defmišu tri parametarske krive određeni su na osnovu karakteristika 
i dimenzija veze:
DWA : M u = 14.93 kN m  k0 =  6063.36 kN m /rad  p = 0.570 ,
TS DWA : M u =  37.32 k N m  k0 = 11300.93 kN m /rad  p =  1.162 .
Celióni ram je izložen dejstvu zemljotresa u trajanju od dve Sekunde kao što je prikazano 
na Siici 4.23. Numerički proračun i odgovor sistema sračunat je za interval vremena šest 
sekundi, za neprigušen sistem i za prigušen sistem sa koeficijentom viskoznog prigusenja 
c2 =  50.0 k N m  s/rad.
U odgovoru sistema za tip veze TSDWA, predstavljenog preko horizontalnog pomeranja 
évora 3, razmatran je uticaj prigusenja. Sistem sa linearnom polukrutom vezom nema 
prugušenja i njegova maksimalna amplituda je 8.33 cm. U slučaju nelinearne veze, takođe 
bez viskoznog prigusenja u vezi, pri maksimalnom ostvarenom momentu M  = 28.49 k N m  










m in  U3 
[cm]






kruta 0 -8.16 8.16 -79.63 79.63
linearna TSDWA 0 -8.33 8.33 -76.67 76.67
nelinearna TSDWA 0 -5.30 5.65 -46.39 48.16
nelinearna TSDWA 50 -4.40 5.20 -40.16 43.90
nelinearna DWA 50 -2.72 3.01 -20.52 21.38
jer nakon prestanka pobude dolazi do opadanja amplituda. Relativno prigušenje sis­
tema za ovo histerezisno prigušenje može se proceniti na С =  0.64%, dok je maksimalno 
pomeranje smanjeno 32% tako da iznosi 5.65 cm. Maksimalno pomeranje za sistem sa 
prigušenjem i nelinearnom polukrutom vezom je 5.20 cm, a ukupno procenjeno relativno 
prigušenje (histerezisno i viskozno) je (  = 0.86%. Naneto opterećenje je uslovilo i pojavu 
određene nepovratne deformacije koja je naznačena na Siici.
U slučaju fleksibilnijeg tipa veze DWA, uticaj viskoznog prigušenja je mnogo izraženiji 
tako da se je maksimalna amplituda odgovora 3.01 cm, što je manje za 42% u odnosu na 
sistem sa krućom TS DWA vezom.
Rezultati maksimalnih pomeranja čvora 3 i momenta uklještenja u čvoru 1 dati su u 
Tabeli 4.6. Iako je polukruta veza DWA fleksibilnija od veze TSDWA, nisu ostvarena 
veda pomeranja i momenti, već su oni su bitno manji, jer je uticaj iste velieine koefieijenta 
viskoznog prigušenja с =  30 k N m s/ra d  mnogo veci u fleksibilnijoj vezi.
Za izvršenu računsku analizu naertane su i odgovarajuće histerezisne petlje M -в  čvora 
3 horizontalnog elementa. Na Siici 4.24 prikazene su takve petlje za kruću TSDWA 
i fleksibilniju DWA polukrutu nelinearnu vezu. Zbog manjeg momenta nosivosti veze 
DWA ostvarene su vece rotacije u proseku za 43 %. Kod fleksibilnije veze ostvaruje 
se veci stepen disipacije energije uz velike relativne rotacije. Kako se zbog zahteva što 
vece disipacije energije u vezi, ne bi bile potrebne tehnički nerealne relativne rotacije, 
dozvoljena vrednost relativne rotacije mora biti projektantski kriterijum pri izboru tipa 
veze.
4.7 U tic a ji teo rije  drugog  red a
Ako se uslovi ravnoteže postavljaju na deformisanom nosaču, u jednačini uslova ravnoteže 
pojavljuje se clan P б (Slika 4.25). Velieina ovog proizvoda, u odnosu na druge članove u 
jednačini, određuje da li proračun treba sprovesti po teoriji prvog ili drugog teoriji reda. 
Proizvod P б može biti značajan i u slučaju kad je samo jedan od činilaca dovoljno velik, 
odnosno kada je pomeranje malo a velika aksijalna sila, ili kada je aksijalna sila mala 
a pomeranje veliko. U takvim slučajevima ne može se zanemariti uticaj aksijalne sile 
na poprečnu deformaciju, pa se proračun mora sprovesti primenom teorije drugog reda,
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Slika 4.23: Odgovor sistema sa nelinearnom oprugom i viskoznom vezom
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Slika 4.24: Histerezisne petlje М3-Ц3
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Slika 4.25: P-Delta efekat kod višepratnog rama
odnosno preko P-Delta analize. To je oblik geometrijski nelinearne analize u kojoj se 
pretpostavlja da su pomeranja velika, a da su deformacije i rotaci je male veličine.
Uvodeći aksijalne sile u proračun na ovaj način, karakteristika konstrukcije se menja, 
pritisnutim elementima usled aksijalnih sila smanjuje se fleksiona krutost, a zategnuti 
elementi postaju krući. Efekat P-Delta je izražen kod visokih zgrada, i bitno povećava 
efektivnu smičuću silu po svakom spratu. Ova analiza je značajna pri određivanju uticaja 
gravitacionog opterećenja pri simultanom dejstvu sa horizontalnim sdama kao sto su sile 
vetra i seizmičke sile. Dinamički proračun konstrukcija primenom teorije drugog reda je 
obavezan u slučaju dejstva izuzetno jakih zemljotresa, a naročito kod fleksibilnih kon­
strukcija (kao što su na primer neukrućeni ramovski sistemi sa polukrutim vezama). To 
je predviđeno i određenim standardima i propisima kao što su Eurocode 8, AISC (1994) 
i ACI (1995).
Postupak proračuna P-Delta analize za zadato vertikalno i horizontalno opterećenje je 
iterativnog karaktera, što može značajno da poveća vreme proračuna, a to je naročito 
nepovoljno u dinamičkoj analizi. Prvo je neophodno izvršiti proračun da bi se proce­
nile normale sile u konstrukciji, a zatim se sa tim sdama proračunava krutost sistema 
i određuje deformacija i presečne sile. Novodobìjene aksijalne sile se razlikuju od pr- 
vobitno procenjenih, pa su potrebne dodatne iteracije sve dok u uzastopnim iteracijama 
razlika intenziteta sila i deformacija ne postane dovoljno mala, odnosno manja od usvojene 
tačnosti.
Uobicajeno je da se P-Delta efekat kod visokih zgrada izračunava razmatranjem geome- 
trijskih matrica krutosti aksijalno optereéenih linijskih elemenata, pri сети se aksijalna 
sila određuje samo na osnovu gravitacionog opterećenja. Usvajanjem pretpostavke da se 
aksijalne sile и konstrukciji ne menjaju, tj. da ostaju konstantne, izvršena je linearizacija 
geometrijske nelinearnosti, a uzet je и obzir uticaj velikih pomeranja konstrukcije. Naj- 
značajnija prednost ovog aproksimativnog postupka je omogućavanje jednostavne super- 
pozicije opterećenja, kako statičkog tako i dinamičkog, što višestruko doprinosi efikasnosti 
proračuna.
Uticaj velikih pomeranja moguće je razmatrati i na drugi način. Efekti značajne promene
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Slika 4.26: Primer 4.5 -  Odgovor sistema
deformisanog oblika mogn se uzeti u ozir određivanjem neizbalansiranog opterećenja koje 
je posledica velikih pomeranja évorova dementa na kraju svakog vremenskog koraka in- 
tegracije. Neizbalansirano opterećenje vrlo cesto se prenosi kao korektivno optereéenje u 
narednom koraku vremenske integraci je. Tačniji rezultat može se dobiti ako se određuje 
promena geometrijske matrice krutosti pri svakoj promeni aksijalne sile u elementu. 
Takođe može se primeniti istovremeno i promena geometrijske matrice krutosti i korek­
tivno optereéenje.
P rim e r  4.5
Da bi se prikazao uticaj teorije drugog reda u dinamičkom pruračunu čeličnih ramova za 
različite tipove veza, razmatran je primer desetospratnog rama sa karakteristikama kao 
u Primeru 4.3. U svakom čvoru ram je opterećen koncentrisanom vertikalnom silom P. 
Usvojeno je da je intenzitet sile P  =  0.1 Рь- sto predstavlja realni intenzitet uobičajenog 
vertikalnog opterećenja konstrukcije u eksploataciji. Konstrukcija je izložena dejstvu 
skokovitog naglog optereéenja (Slika 4.26). Naglo optereéenje je izabrano za dinamičko 
optereéenje umesto seizmiékog da bi izbegli efekti stohastiéke pobude u razmatranju 
odgovora sistema i donošenju zakljuéaka. Pored toga razlicite vrednosti frekventnih karak- 
teristika sistema dobijenih po teoriji prvog i teoriji drugog reda u odnosu na frekventnu 
karakteristiku nekog izabranog zemljotresa, mogu mogu biti od presudnog znaéaja na 
odgovor sistema.
Proračun je izvršen po teoriji prvog i teoriji drugog reda za krutu i dva tipa polukrute 
veze TSDWA i DWA. Za polukrute veze posebno je određen odgovor za pretpostavljenu 
linearnu i nelinearnu vezu. Karakteristike usvojenih triparametarskih krivih su:
DWA : Mu =  450.0 k N m  k0 = 200000.0 кN m /ra d  p =  0.65 ,
TSDWA : M u = 850.0 k N m  k0 = 800000.0 k N m /г  ad p = 0.85 .
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Tabela 4.7: Maksimalni uticaji po teoriji prvog i teoriji drugog reda
tip veze
Teorija I reda Teorija II reda Razlika












kruta 11.22 787.8 12.40 850.5 10.5 8.0
linearna TSDWA 14.08 874.2 15.62 953.7 10.9 9.1
nelinearna TSDWA 17.32 903.8 19.26 996.9 11.2 10.3
linearna DWA 19.30 933.7 21.56 1048.5 12.3 11.7
nelinearna DWA 44.64 1237.8 ' 60.18 1601.7 34.8 29.4
Rezultati proraéuna su razmatrani i upoređeni na osnovu apsolutno najvećeg pomeranja 
vrha zgrade m ax|f/2i| i apsolutno najvećeg momenta uklještenja m ax|M i| (Tabela 4.7). 
Aksijalno optereéenje stubova je relativno malo (samo 10% kritične sile), pa se u statičkoj 
analizi proračun može sprovesti samo po teoriji prvog reda, jer su razlike u rezultatima 
beznačajne (око 1-2%). U dinamičkoj analizi uočava se povećanje uticaja teorije drugog 
reda sa povećanjem fleksibilnosti veze i značaj primene ove teorije, jer su razlike između 
rezultata po različitim teorijama značajne (na primer, za nelinearnu DWA vezu око A и — 
34.8% i A M 7  39.4%).
4.7.1 K o m b in ac ija  s ta tičk o g  i d inam ičkog  o p te re ć e n ja
Za uobičajene ramovske sisteme, koji se cesto pojavljuju u objektima visokogradnje pos­
to je dve vrste optereéenja: statičko i dinamičko. Statiéko optereéenje, koje je najčešće 
samo gravitaciono, nanosi se na konstrukciju pre dejstva zemljotresa, i ono je dovodi kon- 
strukciju u neki deformisani ravnotežni položaj. Nakon toga, usled dejstva zemljotresa 
dolazi do pojave inercijalnih sila, od kojih su obično najznačajnije horizontalne inerci- 
jalne sile. One izazivaju horizontalna pomeranja, ko ja imaju za posledicu pojavu P-Delta 
efekta. Pored toga horizontalne sile utiéu i na i promenu aksijalnih sila u elementima. 
Stoga, pretpostavka konstantnih aksijalnih sila, strogo uzevši nema opravdanja, jer prom­
ena može iznositi i preko 50%. To znači da dinamičko optereéenje može bitno da utiée 
na promenu vrednosti aksijalnih sila određenih samo na osnovu gravitacionog (statiékog) 
optereéenja.
Da bi se obe vrste optereéenja mogie razmatrati simultano, i primeniti u proracunu 
stvarne aksijalne sile, potrebno je i statiéko optereéenje tretirati kao dinamičko. Statiéko 
optereéenje, u funkciji vremena t, može se predstaviti u obliku (Slika 4.27):
P = p ( f \ = S po i  Ifaza
' I P0 t > t \  . . . ' II faza
S obzirom na éinjenicu da statiéko optereéenje ne izaziva inercijalne sile vrednost t\ treba 
da bude takva tako da uticaji usled sile P0, tretirajuéi je kao statiéku i kao dinamiéku, 
budu jednaki u okvirima usvojene taénosti. Kada —» oo, odnosno kada se optereéenje
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Slika 4.27: Kombinacija statičkog i dinamičkog opterećenja
nanosi izuzetno polako dobijaju se statički uticaji. U protivnom kada t\ — 
pomeranje ko je ogovara uticajima usled naglog opterećenja. Nakon vremen 
se usvaja da je t2 =  1.10 ij, počinje da deluje i dinamičko opterećenje, odnosn 
oslonaca (Slika 4.27). Na ovaj način, može se primeniti jedinstven postupa. 
integraci je jednačine kretanja za obe vrste opterećenja.
4.7.2 In k re m e n ta ln a  fo rm u lac ija  geom etrijsk i n e lin e a r r
U toku numeričke integraci je jednačine kretanja. aksijalna sila u elementima 
nije konstantna. To znači da u geometrijski nelinearnoj analizi nije moguća 
superpozicija opterecenja, pa je potrebno problem defmisati u inkrementaln
Ako se posmatraju dva ravnotežna položaja 1 i 2, mogu se napisati jednačii 
(K ' +  K " )  u2 =  F ,
(K r 4- К " )  щ  = F , , 
gde su;
K.1 . . .  deo matrice krutosti koji odgovara teoriji I reda,
K /7 . . .  deo matrice krutosti koji odgovara teoriji II reda,
u . . .  vektor nepoznatih pomeranja,
F . . .  vektor čvornih sila.
Oduzimanjem ovih jednačina i uvođenjem inkremenata:
A F =  F 2 — Fj
Au =  u2 — ui , 
dobija se jednačina:
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(KJ +  K " )  A u =  A F +  (K "  -  K f )  U! ,
koja se formalno može svesti na uobičajeni oblik u inkrementalnim analizama: 
K  A u =  A F  , 
gde su:
К  =  K J +  К "
A F =  A F +  ( K g  -  K g )  u i .
U vektoru slobodnih članova A F uslovne jednačine, pored vektora čvornih sila pojavljuju 
se i dodatne sile (K g  — K[/ ) u 1, ko je su posledica promene ravnotežne konfìguracije 
sistema i postavljanja uslova ravnoteže na deformisanom sistemu. Prilikom određivanja 
matrice К^1, koja je u funkciji sila Ni (2), kako bi se izbegao iterativni procès po aksijalnim 
silama u elementima, usvaja se aksijalna sila iz prethodnog trenutka, tako da se ona 
aproksimaira matricom K g  (IV* (1)). Posto se u numeričkoj vremenskoj intregraciji obično 
usvaja mali vremenski interval At, učinjena greška je zanemarljiva.
Da li će promena mormalnih sila u elementima biti od značaja na rezultate proracuna 
u geometrijski nelinearnoj analizi, zavisi od nivoa aksijalnih sila u odnosu na kritično 
opterećenje, od velieine horizontalnih sila ko je se javljaju pri zemljotresu, odnosa širine i 
visine rama, ortogonalnosti i simetričnosti rama. Ako je ram simetričani ortogonalan, pri 
dejstvu horizontalnih sila dolazi do pravilnog rasporeda promene aksijalnih sila, u nekim 
elementima dolazi do povećanja, dok u drugim njima simetrienim dolazi do smanjenja 
aksijalnih sila za skoro za istu vrednost, tako da na jednoj strani konstrukeija postaje 
fleksibilnija, a na suprotnoj kruća. U takvim slučajevima razlika u rezultatima proracuna 
sa konstantnim ili promenljivim aksijalnim silama u elementima je zanemarljiva.
P rim e r  4.6
Razmatra se jednospratni nesimetričan ortogonalan ram prikazan na Siici 4.28. Ram je 
izložen dejstvu statičkog opterećenja P  i dinamičkog pomeranja oslonaca datog preko 
ubrzanja tla u obliku Heaviside-ove funkeije. Kritičan parametar vertikalnog opterecenja 
je Pkr = 1754 kN .  Usvojeno je da na konstrukciji deluje stalno gravitaciono opterećenje 
ko je je intenziteta:
P  = 0.245 P k r  ~  430 k N  ,
a zatim se dođe do dejstva horizontalnih sila usled dinamičkog pomeranja oslonaca Üg, 
ukupnog intenziteta:
Я  =  ^ Я  =  0.140 Y j P = 0-140G
i—1







Slika 4.28: Ortogonalan jednospratni ram
Tabela 4.8: Uticaji u konstrukciji kada je H  =  0.140 G
U! U2 Ai [%]
pomeranja
Щ -0.61517 -0.619362 0.68
-0.61521 -0.619327 0.66
Ub -0.61578 -0.619883 0.66
momenti
M u -334.343 -328.867 1.67
M ai -264.064 -265.903 0.69
M 2 5 -372.975 -381.166 2.15
M 5 2 -328.121 -331.632 1.06
M 3 6 -257.693 -257.378 0.12
M 63 -136.648 -131.192 4.16
M 5 4 227.749 230.143 1.04





Slika 4.29: Neortogonalan jednospratni ram
Rezultati proračuna za horizontalna pomeranja, i momente savijanja na krajevima ele- 
menata, prikazani su u Tabeli 4.8, gde uvedene oznake imaju značenje:
U\ . . .  dinamičko opterećenje, konstantne aksijalne sile,
U2 . . .  dinamičko opterećenje, promenljive aksijalne sile,
A i  . . .  procentualna razlika uticaja za dva postupka.
Analizirajući rezultate očigledno je da je razlika između dva postupka zanemarljiva u 
inženjerskom smislu u slučaju navedenog primera ortogonalnog rama.
Ako se ram malo modifìkuje, tako da ima jedan kos stub (Slika 4.28), a slično se optereti 
statičkim gravitacionim opterećenjem i dinamičkim pomeranjem oslonaca. Kritičan pa- 
rametar vertikalnog optereéenja je Pkr =  981.0 kN, a usvojen je intenzitet koncentrisane 
sile P :
P = 0.102 PkT ~  430 k N  .
Ukupna horizontalna sila usled dinamičkog optereéenja je:
3 3
i=l i= 1
Rezultati proračuna za horizontalna pomeranja, normalne sile i momente savijanja na 
krajevima elemenata, prikazani su u Tabeli 4.9, gde uvedene oznake imaju značenje:
U\ . . .  statičko optereéenje,
U2 . . .  dinamičko optereéenje, konstantne aksijalne sile,
U3 . . .  zbirni uticaji U\ +  U2ì
U4 . . .  dinamičko optereéenje, promenljive aksijalne sile,
Ai . . .  procentualna razlika uticaja usled statičkih i dinamiékih sila,
A 2 . . .  procentualna razlika uticaja za dva postupka.
Uočava se da razlika u rezultatima za dva postupka (sa konstantnim i promenljivim aksi- 
jalnim sdama) nije ravnomerna za sve uticaje u ramu. Za neke sile razlika je takva da se 
ne može zanemariti.
Za slučaj veéeg ubrzanja pomeranja oslonaca, tako da ukupna horizontalna sila iznosi:
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Tabela 4.9: Uticaji u konstrukciji kada je H  =  0.102 G
U x u2 U z u4 A i [% } A 2 %
pomeranja
U 4 -0.50936 -0.42736 -0.93673 -0.877993 45.62 6.69
u 5 -0.50976 -0.42736 -0.93712 -0.878227 45.60 6.71
Ub -0.50949 -0.42814 -0.93763 -0.878763 45.66 6.70
aksijalne sile
S i 536.883 89.459 626.342 616.620 14.28 1.58
s 2 334.962 -121.982 212.980 334.974 57.27 36.42
s 3 421.860 -6.846 415.014 421.743 1.65 1.60
s 4 70.672 -0.841 69.831 65.996 1.20 5.81
S 5 -15.812 -46.770 -62.582 -32.251 74.73 94.05
momenti
M u -316.591 -265.373 -581.964 -535.506 45.60 8.68
м 41 -289.277 -242.305 -531.582 -496.518 45.58 7.06
M o s -310.753 -259.934 -570.687 -551.840 45.55 3.42
M s 2 -301.660 -252.385 -554.045 -531.831 45.55 4.18
М з в -202.009 -169.779 -371.788 -339.224 45.67 9.60
М б з -93.678 -78.764 -172.442 -143.109 45.68 20.50
/ M s 4 263.862 220.631 484.493 455.077 45.54 6.46
M s  6 37.797 31.755 69.552 76.754 45.66 9.38
3
H = T H
t=l
3
0.136 Y , p  = °-136G = °-136• 1290 =  175k N  >
t = l
sprovedena je analiza, a rezultati su dati u Tabeli 4.10. Povçcana horizontalna sila 
prouzrokovala je još vece razlike u rezultatima.
Prim er 4.7
Da bi se ilustrovao uticaj ekscentričnosti veze linijskih elemenata sproveden je dinamički 
proračun jednog desetospratnog rama prikazanog na Siici 4.30. Razultati su amalizirani 
na osnovu promene prve tri kružne frekvencije. Тако, na primer, za ekscentricitet veze 
od 3.75% razlika frekvencija u odnosu na centrične veze je za prvi ton 8.95% a za treći 
11.16%. Za realni ekscentricitet, koji je u konkretnom slučaju rama iznosio 3.75% za grede 
i 7.5% za stubove, razlika je još veća, 11.18% za prvu i 16.0% za treću kružnu frekvenciju.
Na osnovu ovih rezultata može se reći da se uticaj ekscentričnosti naročito u dinamičkim 
analizama ne može ignorisati.
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Tabela 4.10: Uticaji u konstrukciji usled kada je H = 0.136 G
и л Uo U, UA Ai [%] A2[%
pomeranja
-0.50937 -0.56982 -1.07918 -1.00792 52.80 7.07
U5 -0.50976 -0.56981 -1.07957 -1.00809 52.78 7.09
Us -0.50949 -0.57085 -1.08034 -1.00893 52.84 7.08
aksijalne side
s 1 536.883 119.279 656.162 645.373 18.18 1.67
s 2 334.962 -162.642 172.320 334.974 94.38 48.56
Ss 421.860 -9.128 412.732 421.743 2.21 2.14
s . 70.672 -1.121 69.551 65.996 1.61 5.39
Ss -15.812 -62.360 -78.172 -50.633 79.77 54.39
momenti
Mi4 -316.591 -353.831 -670.422 -612.041 52.78 9.54
M u -289.277 -323.073 -612.350 -569.508 52.76 7.52
M 2s -310.753 -346.578 -657.331 -638.784 52.73 2.90
M52 -301.660 -336.514 -638.174 -614.605 52.73 3.83
М36 -202.009 -226.372 -428.381 -386.103 52.84 10.95
M,6 3 -93.678 -105.019 -198.697 -157.735 52.85 25.97
Мм 263.862 294.174 558.036 522.375 52.72 6.83
Mss 37.797 42.339 80.136 92.230 52.83 13.11
Slika 4.30: Uticaj ekscentriciteta na kružne frekvencije rama
1 0 1
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P o g lav lje  5
K o n tro la  p o n ašan ja  konstrukcija  p ri d e js tv u  
zem ljo tresa
5.1 U vod
Zemljotres jačeg intenziteta izaziva na objektima horizontalne inercijalne sile, usled kojih 
se konstrukcije zanjišu proporcionalno unetoj seizmidkoj energiji, a zatim nastave da vrše 
oscilatorno kretanje u pravcu seizmičke pobude. Sa globalnog stanovišta razmatranja 
rušenja konstrukcije, do kolapsa će doći ako je predata energija pri dejstvu zamljotresa 
veda od kapaciteta apsorpcije energije konstrukcije. Način na koji je potrošena energija u 
sistemu određuje nivo oštećenja konstruktivnih i nekonstruktivnih elemenata. Zato je od 
velikog znacaja ugradnja mehanizma za apsorpciju energije.
Prema velikom broju važećih seizmičkih propisa predložen je metod aseizmidkog proradu- 
na baziran na duktilnim konstruktivnim elementima, koji su projektovani tako da imaju 
mogućnost histerezisne disipacije energije pri razlicitim oblicima neelasticne deformacije. 
Iako je na ovaj nacin konstrukcija obezbeđena od globalnog kolapsa, formiranje zglobova 
neizbežno zahteva vécu ili manju sanaciju objekta. Cesto troškovi popravke mogu biti 
veoma visoki, tako da ekonomski faktor postaje izuzetno bitan u konceptu aseizmidkog 
projektovanja. Pored toga pri dugotrajnim dejstvima ili ponovljenom zemljotresu, usled 
kumulativnih efekata, može dodi do trošenja kapaciteta duktilnosti i sloma konstrukcije.
Iz ovih razloga javila se potreba za novim principom projektovanja aseizmičkih objekata, 
a on bi se mogao formulisati kao zahtev za eliminaciju bilo kakvih oštećenja kako konstruk­
tivnih tako i nekonstruktivnih elemenata objekta. Drugim redima traži se neprekidno pot- 
puno stanje upotrebljivosti objekta bez obzira na nivo izuzetnog opterecenja. Taj zahtev 
se ostvaruje primenom kontrole ponašanja konstrukcije pri dejstvu zemljotresa. Posebno 
projektovanim uređajima, sistemima ili konstruktivnim elementima odgovor konstrukcije 
se kontroliše tako da ostaje u predvidenim granicama i pri katastrofalnim zemljotres- 
ima. Elementi konstrukcije se projektuju da budu napregnuti samo u domenu elasticnosti 
materijala, tako da nema pojave zaostalih plastidnih deformacija ili oštećenja.
Ranije se samo za izuzetno znadajne objekte projektovala primena kontrole ponašanja 
konstrukcije, dok danas primena sistema kontrole ponašanja postaje sve intezivnija i 
masovnija. U zavisnosti od izbora sistema i nacina ostvarenja kontrole ponašanja raz- 
likuje se pasivna i aktivna kontrola ponašanja konstrukcije.
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5.2 P a s iv n a  k o n tro la
Pasivna kontrola zasniva se na redukciji dinamičkog odgovora sistema usled zemljotresa, ili 
preko redukcije seizmičkih sila ko je deluju na sistem, ili ргеко redukcije seizmičke energije 
ko ja se preda je konstrukciji.
Redukcija seizmičkih sila ostvaxuje se preko seizmičke izolaeije, a redukcija seizmičke 
energije preko apsorpcije energije u prigušivačima (apsorberima energije). Prigušivači 
mogn biti različito konstruisani, ali su zasnovani na istoj ideji, da se sto veci deo unete 
energije mehanički potroši, kako bi odgovor konstrukcije bio umanjen. a objekat ostao bez 
konstruktivnih oštećenja.
Frikcioni prigušivač (Friction Damper) zasnovan je na trošenju energije u histerezisnim 
ciklusima pri trenju. Maseni podešavajući prigušivač (Tuned Mass Damper -  TMD) je 
sistem koji se sastoji od mase, opruge i viskoznog prigušivača postavljenog obično na 
vrhu konstrukcije. Kada konstrukcija počne da vibrira, maseni prigušivač biva aktiviran 
kretanjem konstrukcije. Određeni deo kinetičke energije prelazi u ovaj sistem i apsorbuje 
se preko viskoznog prigušivača. Tečni podešavajući prigušivač (Tuned Liquid Damper -  
TLD) koristi tečnost kao pokretnu masu, a za restitucionu silu iskorišćena je sila gravi- 
tacije. Energetska apsorpcija se ostvaxuje u turbulentnom kretanju tečnosti u specijalno 
konstruisanoj posudi. Metalni prigušivači (Yielding Metal Damper) troše seizmičku ener- 
giju nelinearnim plastičnim deformacijama čeličnih ili olovnih elemenata. Viskozni i visko- 
elastični prigušivači su sastavljeni od nekog viskoelastičnog materijala ili viskoznog fluida. 
Oni su aktivni već i pri vrlo malim pomeranjima, jer nemaju definisan prag delovanja za 
razliku od uređaja zasnovanih na trenju.
Trenutno najrasprostranjenija strategia  pasivne kontrole konstrukcija, sistem koji zna- 
čajno poboljšava seizmičku otpornost konstrukcije, je seizmička izolacija (base isolation). 
Ovaj sistem nije pogodan bas za sve tipove konstrukcija, kao na primer za vitke i veoma 
fleksibilne konstrukcije.
Pasivna kontrola konstrukcije predstavlja relativno jednostavan sistem koji je šematski 
prikazan na Siici 5.1. Na konstrukciji se nalazi neki od oblika pasivne energetske disipacije 
(PED) pomoću koga se obezbeđuje željeni odgovor konstrukcije. Efikasnost uređaja za 
pasivnu kontrolu zavisi od seizmičkog'opterećenja koje će dejstvovati na objekte, a ono je 
nepoznat ulazni podatak u proračunu. Zato je potrebno obaviti analizu za veci broj poz- 
natih ili sintetizovanih zemljotresa, kako bi se dobile anvelope karakterističnih uticaja, na 
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5.3 A k tiv n a  k o n tro la
Као logičan razvoj i nastavak pasivne kontrole javila se aktivna, poluaktivna i hibridna 
kontrola konstrukcija. Aktivna kontrola konstrukcije ostvaruje se pomoću uređaja sa 
nezavisnim energetskim napajanjem, koji na osnovu informacije о stanju konstrukcije 
nakon spoljnih dejstava deluje na nju korektivnim sdama u realnom vremenu. Polu­
aktivna kontrola je slučaj kada zaseban uredaj određjuje primenu pasivne kontrole sis­
tema, a hibridna kontrola predstavlja kombinaciju aktivne i pasivne kontrole. Ovakvi 
oblici kontrole ponašanja objekata pri dejstvu zemljotresa prevazilaze okvire klasičnog 
građevinskog konstrukterstva i imaju multidisciplinarni karakter. Aktivna, poluaktivna i 
hibridna kontrola je rezultat uspešne integracije različitih tehničkih diciplina kao sto su: 
kompjuterska tehnika, teorija upravljanja, senzorska tehnologija, tehnologija materijala, 
tehnika numeričke obrade podataka, teorija stohastičkih procesa, dinamika konstrukcija i 
zemljotresno inženjerstvo.
Novi principi kontrole razvili su se kao potreba projektovanja novih i inženjerski složenih 
objekata grandioznih visina i raspona. Primena konvencionalnog pristupa projektovanja 
kod visokih tornjeva, oblakodera, nuklearnih centrala, mostova i krovnih konstrukcija 
velikih raspona, postala je nepraktična. Ostvarenje potrebnih koeficijenata sigurnosti pri 
dejstvu incidentnih neutvrđenih spoljnih opterećenja (vetar, zemljotres) i obezbeđenje 
od neželjenih oštećenja nije se mogia ostvariti na racionalan način. Problem se rešio 
pomoću uredaja sa nezavisnim eksternim napajanjem koji formiraju prilagodljiv sistema 
sa konstrukcijom. Intenzitet njihovog delovanja na konstrukciju je direktno optimiziran 
prema stvarnim spoljnim uticajima u realnom vremenu.
Za razliku od pasiven kontrole, u aktivnoj kontroli ima više činilaca (Slika 5.2). Seizmička 
pobuda (1) deluje na konstrukciju (2) i istovremeno na senzore (4) koji su locirani blizu 
konstrukcije ili na samoj konstrukciji. Na osnovu informacije о izmerenom intenzitetu 
pobude, podaci se obrađuju u posebnom uređju (5) koji na osnovu analize utvrđuje
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potrebu aktiviranja pokretača sile (6) i intenzitet sile za dejstvo na konstrukciju. Pokretači 
sile su zasebni mehanički ili hidraulički sistemi sa zasebnim energetskim napajanjem. 
Odgovor konstrukcije (3) je uslovljen simultanim dejstvom seizmičke pobude i aplicirane 
dodatne sile i on se beleži posebnim senzorom (7) koji šalje povratnu informaciju kon- 
trolnom uređaju (5) radi dodatne regulacije odgovora konstrukcije. Ovim postupkom 
ponašanje konstrukcije je strego kontrolisano, uticaji usled zemljotresa su umanjeni ili 
kompletno poništeni, kako bi objekat u svakom trenutku bio u maksimalno regularnom 
eksploatacionom stanju.
U poređenju sa pasivnom kontrolom aktivna kontrola ima očigledne prednosti: stepen 
kontrole je znatno veci i efikasniji, prilagodljivost stvarnim karakteristikama tla gde se 
nalazi objekat i stvarnom opterećenju. Iako je ovakav princip regulisanja odgovora su- 
perioran u odnosu na druge pristupe u seizmičkom inženjerstvu, on ima пеке ozbiljne 
nedostatke. Sistem je veoma komplikovan i izuzetno osetljiv, a njegova primena je re- 
alna samo u nekim visoko razvijenim zemaljama (SAD i Japan). Potrebna su velika i 
stabilna materijalna sredstva za vreme celog veka objekta kako bi se obezbedilo bespreko- 
rno održavanje kao i postojanje rezervnog sistema. Navedeni nedostaci su man je izraženi 
kod sistema sa poluaktivnom kontrolom jer nije potrebno ostvariti velike sile za koje su 
neophodni moćni mehaničko-hidraulički uređaji i energetski izvori.
Kontrola ponašanja konstrukcija ostvaruje se suštinski primenom dejstva pomoćnih sila, 
ko je se nazivaju kontrolne sile. Način kako se generišu kontrolne sile, odnosno da li 
su spoljašnje ili unutrašnje, odre duje da li je ree о aktivnoj ili pasivnoj kontroli. Sile 
u pasivnoj kontroli mogu biti efìksane samo do određenog nivoa intenziteta spoljnog 
opterećenja, dok sile u aktivnoj kontroli nemaju takvo ograničenje s obzirom da su one 
oslanjaju na dodatnu energiju. M atem atici, dejstvo kontrole ponašanja konstrukcije 
može se predstaviti jednačinom:
M Ü  +  C Û  +  K U  =  F - F c ,
gde je F vektor čvornih sila usled spoljašnjeg opterećenja, a F c vektor kontrolnih sila. 
Vektor F c smanjuje vektor slobodnih članova u sistemu jednačina kako bi se dobili man je 
vrednosti nepoznatih U\ odnosno uticaja u konstrukciji.
5.4 Seizm ička izolacija
Seizmička izolacija predstavlja koncept zaštite objekta od dejstva zemljotresa, zasnovan 
na posebnim konstruktivnim elementima koji se postavljaju između tla i oslonaca kon­
strukcije. Kako zemljotres predstavlja dinamičko pomeranje oslonaca, uloga seizmičkih 
izolatora je da uticaje koje su oslonci primili redukuju, i tako ih umanjene prenesu na 
konstrukciju. Drugim rečima konstrukcija se izoluje od sila koje mogu izazvati neželjena 
oštećenja. Seizmička otpornost konstrukcije prvenstveno se povećava tako sto se redukuju 
seizmičke sile, a ne preko apsorpcije energije. Iako je ideja nastala odavno, još pre oko 100 
godina, tek poslednjih desetak je aktivno primenjena, tako da danas veliki broj zgrada 
ima ugrađene demente za seizmičku izolaciju.
Iako postoji veliki broj tehničkih rešenja i njihovih varijacija, dva su osnovna tipa rešenja 
u seizmičkoj izolaciji. Prvi tip rešenja se zasniva na izolatoru male bočne krutosti, koji
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Slika 5.3: Model oslonca za seizmičku izolaciju (olovno-gumeni histerezisni oslonac)
se postavlja između konstrukcije i fundamenta. Kao posledica toga, konstrukcija dobija 
duži period oscilovanja, pa su sile ko je zemljotres može da indukuje u konstrukciji znatno 
man je. Ugradnjom izolatora promenjene su frekventne karakteristike konstrukcije u cilju 
izbegavanja opsega predominantnih frekvencija zemljotresa. Istovremeno sa povećanjem 
perioda, konstrukcija je postala bitno fleksibilnija, a pomeranja su poveéana. Iz tog raz- 
loga se povećava prigušenje dodatnim prigušivačem kako bi se redukovala maksimalna 
pomeranja. Sistemi koji su zasnovani na ovom principu su najčešće cilindrični oslonci 
napravljeni od slojeva gume i metala (Slika 5,3). Tako su konstruisani da su dovoljno 
otporni na vertikalno naprezanje i istovremeno relativno veoma fleksibilni na horizontalne 
uticaje. Zbog malog prigušenja, ko je je osobina prirodne gume kao materijala, obično se 
ovim osloncima dodaju dodatni elementi koji bi povećali prigušenje, i aktivirali sekundarni 
efekat seizmičkih izolatora, a to je disipacija energije. Ako je cilindar napravljen od 
veštačke gume sa osobinom velikog prigušenja, ili ako ima ispunu od dova onda nisu 
neophodni dodatni prigušivači. Drugi tip rešenja koji se primenjuje su kotrljajući oslonački 
valjci ili klizajući oslonci. Bočna sila koje će deiovati na sistem ograničava se preko 
kotrljanja ili klizanja oslonaca. Sila pri kojoj će doći do pokretanja oslonaca mora biti 
veća od bočne sile koju izazivaju jači vetrovi i slabiji zemljotresi, kako bi se efekat izolacije 
aktivirao tek pri jačim zemljotresima. Ovakav sistem mora da ima i restitucionu silu. Ona 
se ostvaruje preko elastičnih opruga, gumenih odbojnika ili konkavne površine za valjke.
Primena seizmičke izolacije je veoma efikasna kod novih objekata koji se nalaze u ak- 
tivnim seizmičkim područjima. Takođe se primenjuje kod postojećih krtih i seizmički 
slabih konstrukcija kao sto su nearmirani zidani objekti ili davno izgradeni armirano- 
betonski objekti. Naročito je popularna primena kod istorijski ili arhitektonsko značajnih 
zgrada gde nije prikladno konvencionalno ojačanje novim armirano-betonskim platnima 
ili čeličnim spregovima.
Seizmička izolacija nije predmet ovog rada i daljih razmatranja. Uloga i značaj seizmičke 
izolacije u pasivnoj seizmičkoj kontroli bi bio posebno izražen u kombinaciji sa drugim pa- 










Slika 5.4: Princip rada frikcionog sprega
a) b) c)
Slika 5.5: Histerezisna petlje različitih frikcionih površina u spregn a) metalizirane
površine b) obloge automobilskih kočnica c) polietilenska presvlaka
5.5 F rikcion i spregovi
Jedan od načina da se smanji kinetička energija pri kretanju zemljotresom zanjihale kon- 
strukcija je da se konstrukcija ” prikoči kočnicom” . Pall i Marsh [6] predložili su posebne 
konstruktivne elemente, frikcione spregove, spregove za disipaciju energije trenjem, zas- 
novane na ideji rada obične automobilske kočnice. Dobre osobine ovog uređaja. stabilna 
energetska disipacija pri višecikličnom opterećenju, tem peraturna neosetljivost. bez oso­
bine starenja materijala, prenete su na uređaj za primenu u građevinskim objektima.
Celióni ramovi ukrućeni frikcionim spregovima. imaju sposobnost da potroše ogroman deo 
energije preko trenja pri proklizavanju frikcionih površina (Slika 5.4). Rezultati proračuna 
i seizmičkog odgovora čeličnih ramova sa disipativnim spregovima pokazuju znatno bolje 
ponašanje u odnosu na neukrućene ili konvencionalno ukrućene celióne ramove. U ovakvim
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Slika 5.6: Model histerezisnog ponašanja frikcionog sprega
sistemima nivo naprezanja glavnih konstruktivnih elemenata ostaje u domenu elastičnosti 
i bez oštećenja. Spreg za disipaciju energije trenjem ponaša se kao konstruktivni prigušivač 
ko jim se kontroliše amplituda pomeranja i služi kao kontrolni uredaj za pojavu neprih- 
vatljivih horizontalnih sila.
Karakteristike. frikcionih površina su slične onima kao kod automobilskih kočnica, tako 
da se ostvaruje stabilna sila trenja i pri višecikličnim primenama. Pored toga spregovi su 
spremni da prime i opterećenja od narednih zemljotresa. Histerezisne petlje ponašanja 
frikcionih površina su oblika skoro pravilnog pravougaonika sa velikom sposobnošću apsor- 
pcije energije (Slika 5.5 [6]), značajno veéom u odnosu na duktilne elemente koji disipiraju 
energiju pri plastifikaciji zglobova.
Cvor u kojem se nalaze frikcione površine i koji je namenjen za proklizavanje može se 
primeniti kako pri sili zatezanja tako i pri sili pritiska (Slika 5.6a). Pri tome treba štapove 
sprega dimenzionisati tako da spreči pojava izvijanja pre nego što dođe do proklizavanja. 
Međutim, elementi sprega se obično projektuju da budu vitkiji, odnosno dimenzionišu 
se samo na sile zatezanja, tako da se efekat proklizavanja pojavljuje1 samo pri silama za­
tezanja. U sledećem ciklusu opterećivanja, takođe pri zatezanju, do proklizavanja će doći 
tek kada pomeranje postane vece od pomeranja dostignutog u prethodnom ciklusu (Slika 
5.6b). Takvo ponasanje sprega ima za posledicu relativno malu energiju apsorpcije. Ovaj 
nedostatak može se prevaziói formiranjem posebnog mehanizma kod čvora ukrštanja djag- 
onala sprega (Slika 5.7). Kada se u jednoj diagonali sprega dostigne sila zatezanja koja 
izaziva proklizavanje, aktiviraju se četiri spone ko je izazivaju istovremeno proklizavanje i 
u drugoj diagonali sprega. Na taj način dolazi do disipacije energije u svakom poluciklusu 
opterećenja u obe dijagonale sprega istovremeno, a pored toga mehanìzam postavlja spreg 
u položaj u kojem je moguća disipacija energije trenjem i pri novim optereóivanjima sis­
tema. Model histerezisnog ponašanja sprega sa ovakvim mehanizmom prikazan je na Siici 
5.6c. Pored ovog posto je i drugi različiti oblici konstruktivnih rešenja frikcionih spregova 
ili frikcionih sistema [11], od kojih je najčešći K-spreg.
Spregovi se projektuju tako da ne dolazi do proklizanja (trenja) usled eksploatacionog 
opterećenja, umerenog opterećenja vetra i zemljotresa. Efekat trenja je aktivan tek pri
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Slika 5.7: Konstruktivno rešenje sprega sa trenjem
jačem horizontalnom opterećenju. pre nego što dođe do pojave plastifikacije u gredama. 
Kako jedan spreg prima ograničenu silu, dolazi do preraspodele horizontalne sile tako da 
se aktiviraju svi frikcioni spregovi po visini rama. Položaj frikcionih spregova u ramu je 
obično u srednjem polju i po svim etažama rama, mada su moguće i druge varijante.
Seizmički odgovor sistema odreden je iznosom velieine energije koja se apsorbuje frik- 
cionim spregovima, a ona zavisi od nivoa sile trenja. Za svaku konstrukeiju i njene di- 
namiòke karakteristika treba odrediti optimalnu vrednost sile trenja, jer ako je ona mala 
tada će biti mala apsorpeija energija, a u protivnom ako je mnogo velika neće se aktivirati 
efekat trenja u frikeionim spregovima.
Kada je razlika unete i disipirane energije minizirana može se smatrati da je odgovor 
sistema podešen (tuned) [12]. Baktash je pokazao da je speg poseduje maksimalnu disi- 
pativnu sposobnost pri pseudostatičkim opterećenjem kada je povećanje bočne krutosti 
rama usled spegova jednako bočnoj krutosti rama bez spregova. Optimalne karakteristike 
sprega su funkcija dinamičkih karakteristika konstrukcije i pomeranja tla. Kako drugi 
parametar nije predefiisana veličina, primenom određenih aktivnih i poluaktivnih sistema 
moguće je menjati i optimizirati silu trenja i za vreme dejstva zemljotresa [14].
Na osnovu prethodno izloženog može se zaključiti da su osnovne osobine ramovske kon­
strukcije poboljšane frikeionim spregovima:
• Usled eksploatacionog opterećenja, uključujući umereni vetar i zemljotres, konstrukcija 
se ponaša kao ukrućen celioni ram;
• Konstrukcija može da disipira veliki deo seizmičke energije mehanički, preko trenja u 
specijalno konstruisanim spregovima. Značajnim smanjenjem maksimalnih amplituda i 
ubrzanja izbegava se tečenje u glavnim konstruktivnim elementima i oštećenja nekostruk- 
tivnih elemenata čak i kod katastrofalnih zemljotresa;
• Ponašanje frikcionih spregova karakteriše se stabilnim punim histerezisnim petljama 
bez tendencije degradaci je;
• U toku dejstva jačih zemljotresa povećava se fleksibilnost konstrukcije tako da dolazi
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Slika 5.8: Element za modeliranje dijagonale frikcionog sprega 
do redukcije seizmičkih sila;
• Pomoću frikcionih spregova može se kontrolisati odgovor konstrukcije, a optimalnim 
izborom sile trenja u spregovima i optimalnom krutošću sprega može se podesiti i željeni 
odgovor sistema;
• Frikcioni spregovi su relativno veoma jeftini elementi konstrukcije, bez posebne potrebe 
za održavanjem, pa su pogodni za ugradnju kako u nove tako i postojeće objekte u cilju 
podizanja nivoa seizmičke otpornosti. Spregovi sa trenjem su konstruisani od takvog 
materijala koji obezbeđuju efìkasnost delovanja ne samo za vreme jednog zemljotresa već 
i za naredne.
5.5.1 N u m e rič k i p ro ra č u n  ra m  ova. sa  frikc ion im  sp reg o v im a
Nelinearni efekti koji se pojavljuju u frikcionim spregovima, prilikom vremenske inte­
g r a t e  jednačina kretanja, mogu se tretirati kao dodatno opterećenje usled unutrašnjih 
sila [9]. Ovakav pristup je pogodan kada se cela konstrukcija, izuzev spregova, tretira kao 
lineami sistem, tako da se izbegava promena matrice sistema svaki put kad dođe do prokl- 
izavanja frikcionih površina. U radu ni je primenjen ovaj princip, već su an alizé sprovedene 
pomoću posebnog konačnog elementa za modeliranje frikcionih dijagonala (Slika 5.8a).
Modeliranje frikcionih spregova može se relativno veoma jednostavno izvesti, ako se pret- 
postavi da je dijagonala sprega tako dimenzionisana da nema izvijanja pri pritisku i ako se 
zanemari međusobno sadejstvo dijagonala. Ponašanje spregova odgovara ideaino elasto- 
plastičnom ponašanju prostog štapa, gde tečenje počinje pri sili proklizavanja S st za slučaj 
zatezanja, odnosno sili Ssc za slučaj pritiska (Slika 5.8b). Jednačina kretanja može se 
napisati u obliku:
MÜ +  (Ke -b К/з) U = F , _ (5.1)
gde je izvršeno rastavljanje krutosti sistema na krutost K e linijskih elemenata za ko je 
se usvaja da se linearno elastično ponašaju i krutost frikcionih spregova К f s. U toku 
proračuna i vremenske integracije jednačina samo matrica K f s se može menjati u zav- 
isnosti od toga u kojim je elementima spregova došlo do proklizavanja, dok sve ostale
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matrice M , C i К е ostaju konstantne. Na taj način nelinearna dinamička analiza je 
bitno efikasnija jer treba sprovesti ograničen broj dodatnih operacija u odnosu na običan 
linearan dinamički problem. U jednačini 5.1 ne pojavljuje se matrica prigušenja, jer se 
prigušenje (disipacija energije) ne ostvaruje viskoznim prigušenjem, već značajnim his- 
terezisnim prigučenjem, kao posledica nelinearnog ponašanja frikcionih spregova.
Kako bi se regulisalo aktiviranje frikcionog sprega samo pri izuzetnim seizmičkim opte- 
rećenjima, uvedena je veličina ба. Tek kada je aksijalna deformacija diagonale sprega 
veća od |<50|, može se uzeti sadejstvo sprega u konstrukciji (Slika 5.9). Konstruisanjem 
ovalnih rupa u frikcionim spregovima suštinski je formiran jedan oblik hibridne kontrole 
ponasanja konstrukcije, jer se ovalna rupa ponaša kao senzor koji ’’uključuje” unutrašnje 
sile sistema.
Prim er 5 .1
Na primeru jednospratnog rama ilustrovana je primena frikcionog sprega (Slika 5.10). 
Ram je izložen dejstvu seizmičkog opterećenja. a odgovor sistema je razmatran preko 
istorije pomeranja čvora 3. Sprovedena je parametarska analiza za različite sile prokliza- 
vanja u dijagonalama frikcionog sprega. Rezultati proračuna prikazani su u Tabeli 5.1. 
Ako je sila proklizavanja velika (u primeru Sst — 1000 k N  i Ssc =  —1000 kN),  tako da za 
zadato opterećenje nikad ne dođe do proklizavanja, ram je ukrućen klasičnim spregom. 
U odnosu na takav ram analizirana je promena uticaja pri sdama proklizavanja datim u 
tabeli. Primena frikcionog sprega je značajno smanjila pomeranja za sve vrednosti sila 
proklizavanja. To naročito izraženo za silu Sst = 30 kN,  kada redukcija pomeranja iznosi 
78.0% odnosno 63.4% u odnosu na pomeranja rama sa običnim spregom. Izbor optimalne 
sile proklizavanja zavisi od dimenzija i karakteristika rama, krutosti diagonale sprega i 
dinamičkog opterećenja. Histerezisna petlja ponasanja diagonale sprega data je na Siici 
5.11, a ona ilustruje veliku sposobnost disipacije energije.
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Tab ela 5.T. Primer 5.1
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1 =2770 cm4 
l 2=1510cm4 
AI =43 cm2 
A2 = 33.4 cm2 
A} = 3.4 cm2 
Џ =  10.0 kNs2/ m
Slika 5.10: Primer
Slika 5.11:
Primer 5.1 -  Histerezisna peti ja S -б
dij agon ale frikcionog sprega
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Ста Gora 15.04.1979. 
PETROVAC N S  
max\Üg \= 4.29 m/s2
Slika 5.12: Primenjeni akcelerogram
Prim er 5.2
Efikasnost primene frikcionog sprega pri seizmičkom opterećenju potvrđena je i na primeru 
desetospratnog ukrućenog rama. Stubovi rama su IPB 600 (Ix =  0.0171m4), rigle rama 
su IPB 700 (Ix = 0.02569 m4), a za dijagonalu sprega usvojena je površina poprečnog 
preseka A x =  0.003 m 2. Tip veze greda stub je DWA sa rotacionom krutošću к = 
200000 kN m /ra d  što odgovara koeficientu krutosti veze 7 =  0.5. Masa je skoncentrisana 
u čvorovima rama i iznosi Mi =  8.0 k N s2/m  za sve etaže sem za poslednju, gde je masa 
М2 =  6.0 k N s2/m . Zanemaren je uticaj bilolcakvog oblika prigušenja. Ram je izložen 
dejstvu glavnog delà zemljotresa Petrovac, N-S komponenta, (Slika 5.12) u trajanju od 
5.75 sekundi.
Proračun je sproveden za slučaj rama sa običnim i za slučaj rama sa frikcionim spregovima 
pomoću razvijenog računarskog programa SASF. Odgovor konstrukcije je određen za vre- 
menski period od 10 sekundi sa vremenskim korakom numeričke integracije A t  =  0.015. 
Na osnovu dobijenih rezultata nacrtane su obvojnice spratnih pomeranja i momenata sa- 
vijanja u stubovima ko je su prikazane na Siici 5.13. U odgovoru spratnih pomeranja rama 
može se uočiti uticaj vise svojstvenih oblika oscilovanja, a naročito prvog i treéeg tona.
Analize rezultata utvrđena je očigledna velika efikasnost primene frikcionih spregova. 
Maksimalno pomeranje vrha rama je smanjeno za oko 57%, a ekstremne vrednosti mo­
menta uklještenja čak za 73% odnosno 81%, u odnosu na ram sa običnim spregovima. 
Na Siici 5.14 prikazani su odgovori pomeranja vrha rama dva tipa ukrućenja rama u tra ­
janju od 10 sekundi. Oni takođe potvđuju prethodno donete zaključke. U ovom primeru 
nije razmatrano optimalno dimenzioriisanje izabranog rama, kako stubova i rigli tako i 
dodatnih dijagonala frikcionih spregova. Dodatnim analizama, zasnovanim na različitim 
presecima elemenata, položaju spregova u konstrukciji, kao i silama proklizavanja u dijago- 
nalama, može se doći do optimalnih karakteristika ram a za prethodno utvrđen kriterijum 
za koji se želi da se sprovede optimizacija.
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Tab ela 5.2: Primer 5.2 Maksimalni uticaji
























Slika 5.13: Primer 5.2 -  Obvojnice pomeranja
i momenata po spratovima
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Slika 5.14: Primer 5.2 -  Pomeranje vrha rama za dva tip a rama
5.6 D is ip a tiv n e  čvorne veze
Na osnovu teorijskih razmatranjima о modeliranju polukrutih veza u Poglavlju 2, anali- 
ze veza pri statičkom opterećenju u Poglavlju 3 i naročito na osnovu analize polukrutih 
viskoznih veza u Poglavlju 4, uočeno je da se uz odgovarajuća tehnička rešenja veza 
greda-stub, može ostvariti velika disipacije seizmičke energije i u čvornim vezama čeličnih 
ramova. Relativno jednostavnim i jeftinim modifikacijama postojećih čvornih veza (Slika 
5.15) dobija se efikasan pasivan sistem za kontrolu ponašanja konstrukcije pri dejstvu 
zemljotresa. Pored histerezisnog prigušenja ko je je prateća pojava nelinearnih karakteris- 
tika veza, propisivanjem prigušenja u vezama apsorbuje se velika količina predate energije. 
U proračunu disipativnih veza pretpostavljeno je viskozno prigušenje definisano preko ko- 
eficijenta viskoznog prigušenja u vezi c, koji je u funkciji i trenutne rotacione krutosti 
veze.
Od velieine koefieijenta c zavisi i nivo prigušenja, tako da se odgovor sistema može kon- 
trolisati, što je ilustrovano na Slid 5.16. Međutim, izuzetno visok nivo prigušenja nije 
realno tehnički ostvarljiv u konstrukciji veze, a ograničen je i projektantskim kriteriju- 
mima dozvoljene maksimalne relativne rotadje u vezi. Ipak za relativno malim vrednos- 
tima prigušenja, izraženim pomoću koefieijenta pseudo-viskoznog prigušenja od око 6%, 
ostvaruje se značajno smanjenje uticaja, što je prikazano u narednom primeru.
Prim er 5.3
U čeličnom ramu sa deset etaža usvojene su polukrute i viskozne čvorne veze. Karakteri- 
stike stubova i greda su kao u Primeru 5.2. Stubovi rama su IPB 600 (Ix =  0.0111 m  ), a 
rigle rama su IPB 700 (Ix =  0.02569 m4). Tip veze greda stub je TSDWA sa rotacionom
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krutošću к =  800000 kN m /ra d  što odgovara koeficientu krutosti veze 7 =  0.8. Masa je 
skoncentrisana u čvorovima rama, i iznosi M\ =  8.0 k N s2/m  na svim etažama sem na 
poslednjoj gde je masa M2 =  6.0 k N s2/m . Za usvojenu krutost i masu rama odgovarajući 
periodi oscilovanja prva tri tona su:
Ti =  1.07 5 T2 =  0.345 Т3 =  0.18s .
Za seizmičko opterećenje usvojen je glavni deo zemljotresa Petrovac, N-S komponenta 
(Slika 5.12) u trajanju od 5.75 sekundi.
Izabrane su četiri vrednosti koeficijenta viskoznog prigušenja u vezi: 
c =  1000 ; 5000; 10000; 15000 kN m s/rad  .
I
Za koeficijent viskoznog prigušenja c =  15000 kN m s/ra d  odgovarajuća pseudo-relativna 
prigušenja za prva tri tona su:
Či =  1.4% Č2 =  3.75% Ci =  6.5% .
Procena relativnog prigušenja na osnovu usvojenog viskoznog prigušenja u vezi utvrđena 
je na osnovu postupka obrađenog u Poglavlju 4.4, i na osnovu dijagrama prikazanog na 
Siici 5.17. Pored ovog tipa prigušenja razmatrana je i konstrukcija sa o-prigusenjem 
određenog na osnovu uslova da je relativno prigusenje za prvi ton oscilovanja C =  0.01.
Proračun je sproveden pomoću računarskog programa SASF. Odgovor konstrukcije je 
određen za vremenski period od 10 sekundi sa vremenskim korakom numeričke integracije 
A t — 0.01 s. Obvojnice spratnih pomeranja i momenata savijanja u stubovima prikazane 
su na Siici 5.18. Primenom disipativnih čvornih veza, za prigusenje koje je realno ost- 
varljivo u vezi, ekstremna pomeranje vrha rama je smanjena su za 36% i 50% (Tabela 
5.3), a ekstremne vrednosti momenta uklještenja čak za 60% odnosno 66% (Tabela 5.4),
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0 -8.31 0.0 7.16 0.0
1000 -7.99 3.9 6.54 8.7
5000 -6.93 16.6 4.85 32.3
10000 -6.00 27.8 3.82 46.6
15000 -5.35 35.6 3.58 50.0











0 -1309.4 0.0 1408.5 0.0
1000 -1017.4 22.3 1173.7 16.7
5000 -773.8 40.9 795.3 43.5
10000 -601.8 54.1 561.9 60.1
15000 -484.3 63.1 480.5 65.9
u odnosu na sistem bez prigušenja. Na osnovu dobijenih obvojnica horizontalnih pome­
ranja po nivoima spratova može se videti da u odgovoru konstrukcije dominantni prvi i 
treći ton. Na Siici 5.19 prikazani su odgovori pomeranja vrha konstrukcije za ram bez 
prigušenja i ram sa najvećim razmatranim prigušenjem u vezi.
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P o g lav lje  6
R aču n arsk i p rogram  SASF - 
Seism ic A nalysis of S teel Fram es
6.1 U v o d
Nelinearni dinamički proracuni, koji su danas sve češće neophodna dopuna standard- 
nim konvencionalnim proračunima i koji su propisima većeg broja zemalja preporučeni, 
ne mogu se zamisliti bez primene računara i racunarskih programa. Prvi računarski 
programi za nelinearnu analizu konstrukcija zasnivali su se na elementarnim ili malo 
složenijim kriterijumima plastičnosti i mehanizmima koji nastaju usled formiranja plasti- 
fikovanih zglobova. Kasniji programi su se užurbano razvijali, tako da današnji programi 
daju mogućnost rešavanja veoma različitih i komplikovanih nelinearnih problema. Fan- 
tastičnim razvpjem racunarskih resursa stvorile su se mogućnosti za nastanak kompleksnih 
programa za nelinearnu analizu konstrukcija. Međutim, obuhvatanjem vise nelinearnosti 
i angažovanjem velikog broja neizbežnih, a nesigurnih parametara, nije se mnogo dobilo 
na efikasnosti i tačnosti proračuna.
U okviru ovog rada razvijen je i računarski program SASF (Seismic Analysis of Steel 
Frames), namenjen za statičku i seizmičku (dinamičku) analizu ravnih čeličnih ramova sa 
polukrutim, ekscentričnim i viskoznim vezama. Cilj razvoja programa nije bila direktna 
komercijalna primena, već definisanje savremenih efikasnih algoritama i numeričkih po- 
stupaka koji se mogu jednostavno implementirati u aktuelne komercijalne softvere. Pored 
toga, pomoću razvijenog računarskog programa provereni su predloženi postupci prora- 
cuna i sprovedena je neophodna parametarska analiza za problem1 koji se rešava. Svi 
analitički razvijeni postupci za proračun, koji su primenjeni u programu, osmišljeni su 
tako da rešenja budu što jednostavnija, primenljiva kako u novim tako i u postojećim 
komercijalnim programskim paketima namenjenim za seizmičku analizu ramovskih kon­
strukcija. U nelinearnoj analizi, broj neophodnih parametara je maksimalno minimiziran, 
pri сети je njihov izbor sproveden na osnovu pouzdanosti podataka. Iako je proracunom 
potrebno sprovesti veliki broj koraka i iteracija, u povećanom obimu posla se ne gubi 
na tačnosti i stabilnosti rezultata, a povećan broj operacija vise ne predstavlja poseban 
problem za moćne računare.
Računarski program se zasniva se na konceptu Metode konačnih elemenata. Pretpostavlja 
se da se konstrukcija može idealizovati skùpom diskretnih linijskih elemenata koji predsta- 
vljaju grede i stubove ramovske konstrukcije. Elementi su povezani čvorovima, u kojima 
su definisane osnovne nepoznate sistema, a to su pomeranja čvora. Za usvojenu analizu 
nosača u ravni nepoznate velieine su dve translacije i jedna rotacija čvora. Masa sis­
tema se koncentriše u čvorovima, bilo preko konzistentne matrice masa ili preko direktne
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koncentracije mase u čvorovima.
Dinamički odgovor sistema na seizmičku pobudu dobija se numeričkom integracijom ”ko- 
rak po korak” , a sekantna matrica krutosti elementa određuje se inkrementalno-iterativno 
u svakom koraku vremenske integracije. Posebnim programom moguće je na osnovu ma­
trica krutosti, masa i prigušenja odrediti frekventne karakteristike sistema. Efekti geo- 
metrijske nelinearnosti mogu se razmatrati po teoriji drugog reda sa konstantnom ili 
promenljivom aksijalnom silom u elementu za vreme dejstva dinamičkog opterećenja.
6.2 O snovne k a rak te ris tik e  p ro g ra m a
• Program je namenjen za proračun ravnih čeličnih ramova sa polukrutim, ekscen- 
tričnim i viskoznim vezama za slučaj statičkog i seizmičkog opterećenja.
• Računarski program se zasniva se široko prihvaćenim i poznatim postupcima Metode 
konačnih elemenata. Pretpostavlja se da se ramovska konstrukcija se može pred- 
staviti linijskim konačnim elemenata (grede i stubovi) povezanim u čvorovima. Os­
novne nepoznate su pomeranja čvora. Za usvojenu analizu nosača u ravni to su 
dve translacije i jedna rotacija čvora, odnosno tri stepena slobode u jednom čvoru. 
Svaki stepen slobode moguće je sprečiti, tj. dodeliti mu nultu vrednost.
• Polukruta veza može se tretirati kao linearna i nelinearna. Ako je u pitanju nelinear- 
no ponašanje potrebno je definisati paramétré na osnovu modela tri paametarske 
krive.
• Masa sistema je skoncentrisana u čvorovima, bilo preko konzistentne matrice masa 
ili preko direkte koncentracije mase u čvorovima.
• Moguće je usvojiti dva tipa prigušenja: globalno i u polukrutim vezama. Globalno 
se zadaje preko parametara a  i ß, a viskozno u vezama preko koeficijenta c.
® Pretpostavlja se da je statičko opterećenje naneto na konstrukciju pre dejstva seizmi- 
čkog opterećenja, pri čemu ono mora biti man je od kritičnog. Seizmičko opterećenje 
se zadaje preko akcelerograma.
• Za numeričku integraciju ” korak po korak” izabran je Newmark-ov postupak sa 
konstantnim ubrzanjem u okviru vremenskog koraka. Sekantna matrica krutosti 
elementa određuje se inkrementalno-iterativno u svakom koraku vremenske inte­
gracije.
• Na osnovu matrica krutosti, masa i prigušenja za linearmi polukrutu vezu mogu se 
odrediti frekventne karakteristike i oblici oscilovanja sistema.
• Efekti geometrijske nelinearnosti mogu se razm atrati sa konstantnom ili promenlji­
vom aksijalnom silom u elementu. Matrica krutosti u teoriji drugog reda može biti 
geometrijska ili alternativna. Ako je opterećenje vece od opterecenja koje izaziva 
lokalno ili globalno izvijanje, proračun se prekida i dobija se poruka о vrsti nesta- 
bilnosti.
• Konstrukcija može da ima sistem za disipaciju energije u vidu frikcionih spregova.
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6.3 U lazn i pod ac i za p ro g ram
□ TITLE <  ç>
• P r o b le m T it le description of th e  problem  to  be solved
□ TYPE OF ANALYSIS <  -■>
• T y p eO fA n a ly s is  
о 1 
о 2
type of analysis 
s ta tic  analysis 
dynam ic analysis




type of geom etrical analysis ~ 
linear theo ry
second order theory, geom etrical stiffness m atrix  
second order theory, a lte rna tive  stiffness m atrix
• T y p eO fS p rin g  
о 1 
о 2
type of spring analysis 
linear spring 
nonlinear spring
□ PARAMETERS FOR SECOND ORDER THEORY <3 i f  T ypeO fG eom A nalysis> l D>
• F in d C r i t ic a lL o a d ... indicator of buckling analysis
о 0 ... second order analysis
° 1 / . .. critical load analysis
• B o w in g E ffe c t . .. indicator of analysis with bowing effect
о 0 ... analysis with bowing effect
о 1 ... analysis without bowing effect
• T ypeO fP D elta ... type of P-Delta analysis
о 0 ... aproximative P-Delta analysis
о 1 ... exact P-Delta analysis
□ PARAMETERS FOR INCREMENTAL PROCESS <3 i f  T y p e0 fS p ring= 2 D>
• n in e ... number of load inkrements
•  D is T o le ra n c e ... relative displacement tolerance
□ SYSTEM CONTROL VARIABLES <3 D>
• n j t s ... number of joints
•  nmem ... number of members
•  n supp ... number of supports
• ntyp .. . number of different element properties
• n j l o a d ... number of joint loads
•  n e lo a d ... number of element loads
•  n B race ... number of brace elements
•  n j l o a d ... number of different brace types
□ GLOBAL PARAMETERS FOR DYNAMIC ANALYSIS <3 i f  T y p e0 fS p rin g = 2 t>
• n s te p  . . .  num ber of tim e steps for dynam ic  load in tegration
•  n s te p S  . , .  num ber of tim e steps for s ta t ic  load in tegration
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•  d t  . . .  tim e step
• M a ss S c a le F a c to r  . . .  scale fac to r for m ass to  be devided
• G A ccS ca leF ac to r . . .  scale factor for ground acceleration to  be m ultip ly
□ GLOBAL DAMPING PARAMETERS <  i f  TypeO fSpring=2 >
• a lp h a  . . .  m ass p roportional dam ping
• b e ta  . . .  tangen t stiffness p ro p o rtio n a  dam ping
□ GROUND ACCELERATION <1 i f  T ypeO fSpring=2 t>
• G A ccF ile  . „  file nam e w ith  ground acceleration  d a ta
□ DYNAMIC CONTROL VARIABLES <1 i f  T y p e0 fA n a ly s is= 2  D>
• n jm a ss
• n j x th
• n jy th
• n j r t h
number of joints with lumped masses 
number of joints for X displacement time history 
number of joints for Y displacement time history 
number of joints for rotation time history
□ JOINT COORDINATES ( n j t s  -  f o r  e a ch  j o i n t  ) <1 D>
• к ... joint identification number
•X j ... X global coordinate
• Yj ... Y global coordinate
□ SYSTEM RESTAINS ( nsupp  -  f o r  e ach  r e s t r a i n e d  j o i n t  ) <3 t>
• к ... joint identification number
» RDOF[1] ... X translation restrain code
• RDOF[2] ... Y translation restrain code
• RDOF[3] ... Z rotation restrain code
о code = 1 ... restrain degree of freedom
о code = 0 ... not restrain degree of freedom
□ ELEMENT TYPES ( n ty p  - f o r  each  ty p e  o f e le m en t s e c t i o n  p r o p e r ty  ) < >
• к ... identification number
• E . .. modulus of elasticity
• A ... section area
• I n e r ... moment of inertia
• mu ... mass per unit lenght
□ ELEMENTS ( nmem - f o r  each  e le m en t ) < t>
• к ... element identification number
• F irs tN o d e ... first node number
• SecondNode . .. second node number
• M a te r ia lT y p e . .. identification number of section property
• e l ... eccentricity at first node
• e2 ... eccentricity at second node
• ml ... stiffness of elastic spring at the first node
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• m2 . . .  stiffness of elastic spring at the second node
о n e g a t iv e . .. connection is rigid
•  t s p r i n g l ... type of semirigid connection at the first node
• t s p r i n g 2 ... type of semirigid connection at the second node
о 0 ... linear relationship M-9
о 1 . .. connection type TSDWA
о 2 . .. connection type DWA
• cl ... viscous damping in semirigid connection at first node
• c2 ... viscous damping in semirigid connection at second node
□ BRACE TYPES ( n ty p  -  f o r  e ach  ty p e  o f  e lem en t s e c t i o n  propeätyC D f nB race> 0] t>
• к ... identification number
•  E ... modulus of elasticity —
• A . .. section area
• S s t ... slip force due to tension
• S sc ... slip force due to compression
□ BRACE ELEMENTS ( nB race  - f o r  e ach  e lem en t ) < [ i f  nB race> 0] О
• к ... element identification number
• F ir s tN o d e ... first node number
• SecondNode . .. second node number
•  M a te r ia lT y p e . .. identification number of section property
• gaP ... activation gap in brace
• pcode ... printing indicator
□ JOINT LOADS ( n j lo a d  -  f o r  e a ch  j o i n t  w i th  lo a d  ) < t>
• к ... joint number
• F [1] ... force in the global X direction
• F  [2] ... force in the global Y direction
• F [3] ... moment about the global Z axis
□ ELEMENT LOADS ( n e lo a d  -  f o r  e ach  e le m en t w ith  l o a d  ) 1 < t>
• к ... member number
• memLoad ... uniform loading in the local -Y direction
□ JOINT LUMPED MASS (nmass -  f o r  e a ch  j o i n t  w ith  m assjü i f  T ypeO fO fA nalysis= 2 t>
• к ... joint number
• JM ass[1] ... mass associated with X displacement
• JM ass[2] ... mass associated with Y displacement





<  i f  T ypeO fO fA nalysis= 2  >
list of joint numbers for x displacement time history 
list of joint numbers for y displacement time history 
list of joint numbers for rotation time history
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6.4 P r im e r
E - 2 1 0  GPa 1000 W m  /rad
^ = 1 5 1 0  cm 4 к 2= 1500 kNm /rad
Aj = 33.4 cm2 c; = 100 Ш т з /ra d
с2= 200 Ш ш /rad.
М =  10 kN s2/m
Slika 6.1: Jednospratni ram sa ekscentričnim polukrutim vezama ukrućen frikcionim spre- 
govima
One S to re y  F r i c t i o n  B race  Fraine { P ro b le m T it le  У
2 2 1 
0 0 0
4 3 2 1 1 0 2 1  
500 0 0 .0 0 5  1 20 
0.0000 0.0000 
p e t . ac 
2 1 0  0 




1 1 1 1
{ T y p e O fA n a ly s is ,T ypeG ïG eom A nalysis,T y p e 0 fS p rin g A n a ly s is  } 
{ F indC riticaL L L oad , B o w in g E ffe c t , T y p e0 fP _ D elta  } 
{ n j t s ,n m e m ,n s n p p ,n ty p e ,n j lo a d ,n e lo a d ,n b r a c e .n ty p e b r a c e  У 
•[ n s te p D , n s te p S , d t , M a s s S c a le F a c to r , G A ccS ca leF acto r } 
{ a lp h a ,  b e ta  * } 
{ G A ccFile } 
{ n jm a s s , n j x t h ,  n j y t h ,  n j r t h  У 
{ j o i n t ,  X -co o o rd , Y -coord  }
{ r e s t r a i n s  -  j o i n t ,  x , y ,  }
4 1 1 1
1 21e7 0 .00334 151e-7 0 .0 { m a t e r i a l  ty p e -  i d ,  E, A, I ,  mu >
1 1 2  1 0 .0  0 .0  -1 -1 0 0 0 0 {_ e le m e n ts  }
2 2 3 1 0 .1 5  0 .2 0  1000 1500 0 0 100 200
3 3 4 1 0 .0  0 .0  -1 -1 0 0 0 0
1 21e7 0 .00034 100 -10 { m a t e r i a l  ty p e -  i d ,E ,A ,S s t ,S s c  >
1 1 3  1 0 .0 0  0 ■{ b ra c e s  }
2 4 2 1 0 .0 0  1
2 0 0 0
2 10 .0 0 0
3
2
10 .0 0 0
{ j o i n t  l o a d s . -  j o i n t ,  Fx, 
{ lum ped m ass -  j o i n t ,  Mx,
tim e  h i s t o r y  -  j o i n t s  }
F y , M > 
My, Io  >
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P o g lav lje  7
Z aključak
Ovaj rad pripada oblasti nelinearne dinamike konstrukcija ravnih čeličnih ramova. Po- 
lazeći od poznatih teoretskih osnova, kao i objavljenih eksperimentalnih istraživanja, uz 
primenu savremenih numeričkih modela, analizirano je ponašanje ramova i dva postupka 
za kontrolu njihovog odgovora pri dejstvu zemljotresa. Prvo je sprovedena statička analiza 
u kojoj su uključene obe nelinearnosti, geometrijska nelinearnost strukture i materijalna 
(konstitutivna) nelinearnost veza. Zatim je izvršena dinamička analiza za homogen prob­
lem, i na kraju dinamička analiza za seizmičku pobudu, kako bi se formirao proračunski 
model kojim se može opisati ponašanje konstrukcija pri dejstvu zemljotresa.
U cilju dobijanja što realnijih rezultata u seizmičkoj analizi čeličnih ramova detaljno su 
razmatrani uticaji fleksibilnih nelinearnih i ekscentričnih veza, uticaji viskoznog prigušenja 
u vezama, uticaji efekata teorije drugog reda i uticaji frikcionih spregova i disipativnih 
čvornih veza. Svi navedeni uticaji su uključeni u razvijeni računski model i zasebno 
param etarskr analizirani kako bi se utvrdio uticaj pojedinog paramétra na odgovor sis­
tema. Na osnovu tih paramerskih analiza obrađenih na ilustrativnim primerima izvedeni 
su određeni zaključi.
• U ticaj fleksibilnosti veze
Uloga veza greda-stub u čeličnim ramovima je od presudnog značaja za seizmičku analizu 
s obzirom na činjenicu da su veze bile najkritičniji elementi za vreme zemljotresa koji su se 
već desili. Očigledno je nelinearno ponašanje veza i za manje nivoe opterećenja a naročito 
je izraženo pri seizmičkom opterećenju.
U numeričkim primerima ilustrovana je efikasnost primene triparametarskog modela za 
opisivanje nelinearnog ponašanja veza. To je postignuto jednostavnom formulacijom i 
jasnim fizičkim značenjima parametara modela.
Da bi nelinearna dinamička analiza bila racionalna, efikasna i inženjerski prihvatljiva, 
usvojen je koncept selektivnog nelinearnog ponašanja konstrukcije. tj. samo za određene 
elemente konstrukcije se usvaja nelinearna zavisnost, dok svi ostali elementi su napregnuti 
u domenu linearne elastičnosti materijala. Za čelične ramovske sisteme potrebno je i 
dovoljno samo čvorne veze razmatrati kao elemente sa nelinearnim ponašanjem. 
Ustanovljeno je da je neophodno uzeti о ubzir fleksibilnost veza, jer njihovo ignorisanje 
će dovesti do rezultata koji nisu bliski stvarnom ponašanju čeličnih ramova.
• U ticaj ekscentričnosti veze
Ekscentričnost veze takođe ima praktičan značaj zavisno od velieine i tipa veze. Pokazano 
je da cak i kod ramovskih sistema sa precentualno malim ekcentricitetima kružne frekven- 
cije ce se bitno ralikovati u zavisnosti da li je ekcentricitet uzet u obzir ili ne. Oba 
pomenuta efekta, fleksibilnost i ekscentričnost veze doprinose promeni distribueije un- 
utrašnjih sila u sistemu.
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• Frikcioni spregovi
Primenom kontrole ponašanja konstrukcija pri incidentnom dejstvu zemljotresa, naprav- 
ljen je zaokret u principima i filozofiji aseizmičkog projektovanja. Za sve elemente sistema 
zahteva se linearno elastično ponašanje kako bi semzbegle trajne deformacije. Posebni 
elementi namenjeni za prihvatanje seizmičke energije zaštićuju se sve ostale elemente 
sistema. U tom smislu, frikcioni spregovi su pokazali svoju superiornost u pasivnoj kontroli 
ponašanja sistema, kako u jednostavnoj ugradnji tako i u efikasnoj nelinearnoj numeričkoj 
analizi. Efekat disipacije energije postiše se stabilnim histerezisnim prigušenjem, kao 
posledica nelinearnog elastoplastičnog ponašanja dijagonala frikcionih spregova.
• Disipativne čvorne veze
Disipacija energije u čvorovima je obično prateća, sporedna i blagotvorna pojava u odgo- 
voru konstrukcije. U radu je predložen nov pristup disipacije seizmičke energije u vezama 
preko diktiranog povećanog prigušenja u vezama. Numeričkim proračunima je pokazano 
da se na ta j način mogu jednostavno kontrolisati i ograničiti uticaji u konstrukciji, jer se 
ostvaruje visok nivo redukcije maksimalnih uticaja.
• Efekti geometrijslđ nelinearne teorije u dinamičkoj analizi
Poznato je da efekat geometrijske nelinearnosti raste sa porastom opterećenja, a on je 
još izraženiji kod ramova sa fleksibilnim vezama nego kod ramova sa krutim vezama. 
Fleksibilnost veza i geometrijska nelinearnost, simultano i pojedinačno imaju bitan uticaj 
na analizu ponašanja ramova jer značajno utiču na dinamičke karakteristike sistema.
U poređenju postupaka geometrijski nelinearne analize sa konstantnim i promenljivim 
aksijalnim silama u dinamičkom proračunu, zaključeno je da kod ortogonalnih ramova 
postupak konstantnih aksijalnih sila da je u potpunosti zadovoljavajuće rezultate, što nije 
slučaj kod neortogonalnih ramova, pa je neophodno primeniti postupak postupak kojim se 
uzirna u obzir promena aksijalnih sila u elementima usled dejstva dinamičkog opterećenja.
• Računarski program
U razvijenom računarskom programu SASF, namenjenom za nelinearnu materijalno geo- 
metrijsku seizmičku analizu čeličnih ramova u ravni, primenjeni su postupci i algoritmi 
koji obezbeđuju jednostavnost i efikasnost današnim standardnim inženjerskim proraču- 
nima gde je obavezna nelinearna dinamička analiza.
Predloženi računski model, zasnovan na razvijenom konačnom elementu grednih lini- 
jskih nosača, značajno povećava kvalitet analize, i daje dobre mogućnosti za modeliranje 
ponašanja čeličnih ramovskih konstrukcija pri dejstvu zemljotresa. Postupak se zasniva 
na numeričkom proračunu koji je jednostavno primenljiv u proračunu pomoću računara 
i doprinosi efikasnijem i preciznijeg proračunu objekata izloženih dejstvu zemljotresa. 
Ipak treba napomenuti, da bi se dobili pouzdani kvantitativni rezultati u nelinearnoj 
dinamičkoj analizi neophodno je imati podršku odgovarajućih eksperimentalnih istraživa- 
nja, kako u oblasti čeličnih veza greda-stub tako i u oblasti frikcione disipacije energije. 
Potrebno je formirati bazu podataka (kao što je već formirana za statičko opterećenje) za 
histerezisno ponašanje različitih tipova veza i za različite slučajeve opterećenja i rastere- 
ćenja dinamičkog opterećenja.
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koeficijent prigušenja za prigušenje proporcionalno krutosti
koeficijent prigušenja za prigušenje proporcionalno masi
koeficijent krutosti veze (fixity factor)
koeficijent konstruktivnog prigušenja




relativna rotacija u vezi greda-stub
svojstvena vrednost matrice
masa po jedinici dužine dementa
bezdimenzionalna koordinata u pravcu ose elementa
,3.141593...
masa po jedinici zapremine, gustina materijala 
obrtanje ose elementa
kruina frekvencija slobodnih neprigušenih oscilacija 
kružna frekvencija slobodnih prigušenih oscilacija 
pseudo-kružna frekvencija prigusenikoscilacija 
površina poprečnog preseka elementa 
konstante interpolaoije 
matrica prigušenja sistema 
koeficijent viskoznaxDg prigušenja 
matrica prigušenja grednog elementa г 
modul elastičnosti materijala
korektivna matrica za gredu sa krutim ekscentričnim vezama




korektivna matrica za gredu sa polukrutim centričnim vezama
korektivna matrica za gredu sa polukrutim ekscentričnim vezama
bezdimenzionalni koeficijent rotacione krutosti opruge na kraju i
moment inercije preseka elementa
jedinična matrica
imaginama jedinica j  = ■*/—Ï
vektor inercijalnih čvornih sila
krutost opruge u vezi i
početna krutost veze greda-stub
matrica krutosti elementa i
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к* ... matrica krutosti elementa i u globalnom koordinatnom sistemu 
К  ... matrica krutosti sistema
l ... dužina elementa
I . .=• ’’svetli otvor” elementa
M  ... moment savijanja u preseku linijskog elementa
Mu ... granirai moment veze greda-stub
M  ... matrica mase sistema
M c ... matrica mase sistema direktno koncentrisanih mase
па; ... konzistentna matrica mase grednog elementa i
lidi • ■ ■ korektivna matrica za matricu mase grednog elementa i
m ot ... konzistentna matrica mase grednog elementa i sa krutim vezama.
N ... matrica interpolacionih funkcija za gredu sa krutim vezama
N ... matrica interpolacionih funkcija za gredu sa polukrutim vezama
p ... parameter oblika krive M-Q
qi ... vektor ekvivalentnog čvornog inercijalnog opterećenja
R  ... vektor sila na krajevima svieh elemenata
R; ... vektor sila na krajevima grednog elementa г
R* ... vektor sila na krajevima grednog elementa i u globalnom koordinatnom sistemu
S  ... aksijalna sila u grednom elementu
T  ... period slobodnih neprigušenih oscilacija
Td . .. period slobodnih prigušenih oscilacija
Ti ... matrica transformacije elementa i
t ... / vreme
U ... vektor pomeranja u globalnom koordinatnom sistemu 
U ... vektor brzina u globalnom koordinatnom sistemu
U ... vektor ubrzanja u globalnom koordinatnom sistemu
u ... vektor pomeranja u lokalnom koordinatnom sistemu
ü ... vektor brzina u lokalnom koordinatnom sistemu
ü ... vektor ubrzanja u lokalnom koordinatnom sistemu
V ... zapremina grednog elementa
V ... vertikalno pomeranje ose elementa
X  ... koordinata lokalnog koordinatnog sistema
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P reg led  korišcenih mätriccL






12 E I  
l *
6 E I 0
4 E I 0
l
E A
s im e t .
0 0
12 E I 6 E I
6 E I 2 E I
l
0 0




M a tr ic a  tran sfo rm ac ije
T =
cos a  






s im e t .
sin a 0 0 0 0 '
cosa 0 0 0 0
0 1.0 0 0 0
0 0 cosa sina 0
0 0 — sin a cos a 0
0 0 0 0 1.0 .
m a tr ic a  k ru to s ti
0 0 0 0 0
36 31 0 -36 3Ž
4 12 0 -3Z2 Z2 S
0 0 0 30 Z
36 -3  Z2
4Z2
K o re k tiv n a  m a tric a  za e lem ent sa  p o lu k ru tim  i ek scen tričn im  vezam a
0 e iA 0 0
^ 1 Г2 1 Г22 Г23 Г24
G l ~ Д 0 0 0 —егЛ
Г4 1 Г42 Г43 Г44
g
Г21 = — Г23 = — J (öl + 2c?i52)
r22 = -  ( 4  + 6 ^ )  SI -  12 ( l  + j )  3192
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r 24 — -  2^ + 6ÿ^j g ì  — l 2 - j g i g 2  
r 4 i =  —T4 3  =  — y(<72 +  2 g i g 2 )
Г42 — -  ^2 + 6 y  ^  £72 -  1 2 y 5 i £?2
r44 =  -  ^4 + 6 y  j  52 -  12 ^1 +  ÿ  j  g \g 2  ■
M atrica krutosti lelementa po teoriji drugog reda
i l  = E l  
l3
12 Ф1 6 1 ф 2 - 1 2  Ф1 6 1 ф 2
4 I2 фз —6 1 ф 2 212 ф4
12 ф\ —6 / Ф2 
simetr. 4 Z2 0з




coó sh co 
12 A z 1
Ф2
co2 (1—coso;) co2 (eh co—1)
16 Ap 6 A r
Фз




co (co sin co ) co (sh co—co)
12 Ap 2 A Z
Ар = 2(1 — cos си) — со sin со 
A z = 2 (1 — ch со) +  со sh co









=î (2n+ l ) !
1
(±<*0
6Ф [2 ' (2п + 2)!
1
( ± ы 2
4 ф
1
Ф“ ~  
gde je:
6 + f j ( 2 n  +  3)!(±a,2)”
Ф =  E  +  f j  ^ ± E ( ± o , 2r  ■12 ^ ( 2 n  +  4)!
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K orektivna m atrica za element sa polukrutim  i ekscentričnim vezam a po 
teoriji drugog reda
0 eiA 0 0
1 7*21 7*22 T23 7*24
A 0 0 0 —егА
7-41 7*42 7-43 7*44
T 2 \ = -Г23 =  - y  [gi + 2 gi g 2 (2ф 3 -  Ф4)\Ф2
Г22 = ----- b l  + 2 5 î 52(2 фз — фф)\ф2 -  А[д\фз + 9l 52(4 Фз — Ф1)\
бе
7"24 = -----+  2 51 92(2 фз -  фф)\ф2 - 2 д \ ф 4
r 4i — —Т43 — — у  Ьг + 2 д х д 2 (2 ф з  — 4^ )] Ф2 
бб1
Г42 = — — [<?2 ^   ^£1 9 2 (2  фз — фф)\ Ф2 2 дз фд
6б9
4^4 = --- J -  [52 + 2 51 52(2^3 - ^ 4)]^2 - 4[02 Фз +5152(4 <^з — 01)]
/
Д =. (1 +  4 <7i <^ з)(1 +  4^2 </>з) — 4^152 Ф\ ■
Konzistentna m atrica mase za element sa krutim  vezam a
Оr—l 0 0 70 0 0
0 156 221 0 54 -13k
pAl 0 221 Al2 0 131 - 3 12
420 70 0 0 140 0 0
0 54 13« 0 156 -221
0 —13« - 3 12 0 -221 Al2
Konzistentna m atrica mase za element sa polukrutim  vezam a
m i =  p A
' 0 0 0 0 0 0
0 77122 77123 0 17125 77126
0 ГП32 ГП33 0 77Ì35 772-36
0 0 0 0 0 0
0  77152 77I53 0  77I55 77I56









22A(7i + 13Ag2 +  12(^1 + 55) 6 5 152(3 +  ЗА — 2g \  — 2дз — Agi 92)
-56A#i + 22A52 +  24(25? + g j )  -  65l ,g2(9 +  23A -  285l + 1652 -  12^1 92)  
3 A ( g i  + 52) — 8(55; + g l )  +  Agi 52(3 + ЗА — 2 g i  — 2g2 — Agi (72)
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105 A 2 i
26Ac7i +  28A^2 -148(gf + 2g%) — 12gi 52(9 —  12A 4- I651 —  28g2 — 12gi g2) 
8Д51 4- ЗД52 4- 4(4c7f +  gö) ~ 12g\ 52(1 4- 2A — 851 4- З52 — 12gi $2)
28A^i +  20Ag2 —  48(2g2 4 -  52) +  12<?i 52(9 — 12A —  28gi +  16g2 — 12gi 52) 
4A(^i 4- g 2 ) 4 -  32(gJ + g 2 ) ~ 12?i 52(5 —  6A -l- 4 g i  4 -  4^ 2 + 36<?i g ì )
-2 2 Agi +  56A52 -  2 4 ( < 7i  +  2gì) +  6pi 5 2 (9  4 -  23Д +  16^ -  28g2 -  12gi g2) 
3Agi -  8Ag2 + 4(5? +  4gl) ~  125: 5г(1 + 2Д +  3gi -  8g2 -  12дг g2)
M a tric a  viskoznog p rigušen ja  u  p o lu k ru tim  vezam a
0 0 0 0 0 0
0 C l l C 1 2 0 C 13 C 1 4
0 C21 C 2 2 0 C 2 3 C 2 4
0 0 0 0 0 0
0 C 3 1 C 3 2 0 C 3 3 C 2 3
0 C 4 1 C 4 2 0 C 4 3 C 4 4
36E I hi 4- h2 4- 4 gi ho 4- 4 gì h2 + 4 g2 h\ + 4  a2 hi
C i l  =  — Cl  3 — C33 =  — -3---------------------------------------- д о  ----------------------—
Cl 2 =  — С2ъ —
C l 4 —  С 3 4  —
12E l 2 hi 4- h2 4- 2 gi h2 +  10 go hi 4-12 hi
~T2 A2





4E I  4 hi 4- h2 4~ 24 g 2 hi 4“ 36 59 
"1 A2
8E I hi 4” h2 4~ 3 <74 h2 4* 3 g2 hi
1  A5
4E1 hi 4- 4 h2 + 24 51 h2 4“ 36 h2 
~l A2
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